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《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 什 面 学 并 苏联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏 里 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基山 , 培养 了 一 天 村 优秀 的 数学 人 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
纺 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 后 作 为 主要 参考 书 或 课外 
渎 物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 -- 直 到 文化 大 革命 前 力 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 必 风 格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 -- 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 箭 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隧 膜 ， 不 能 不 说 是 一 
个 很 坟 的 读 憾 ， 

宴 情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数 学 会 ,中国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 太 国 家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆 视 成 立 250 周年 计划 推出 - - 批 优秀 教材 ,建议 将 其 中 的 一 : 
些 数学 教材 组 织 副 译 出 版 . 这 - :建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 ， 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 洲 请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 过 论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄 典 斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 坦 高 数学 教学 质 时 . 促进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 网 斯 数 
学 教材 选 译 $ 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资 晤 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 } 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系 列 中 所 列 人 的 教材 ,以 莫斯科 类 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 - - 些 著 名 大 学 的 教材 . 右 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 


高 年 级 学 生 及 研究 生 使 


的 教堂 用 


.有些 教材 员 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 


而 目 已 有 较 天 并 化 , 全 今 仍 广泛 采 几 、 深 受 次 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教 材 方面 
所 作 的 不 个 努力 , 对 我 们 也 二 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 癌 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起来 , 对 推动 我 国 数 学 课程 设 着 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积 极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 万 疑 值得 庆 货 , 特 为 之 序 . 


李 大 游 
2005 年 10 月 


在 准备 本 书 的 第 2 版 时 , 作者 考虑 了 读者 的 许多 意见 和 要 求 : 从 天 学 牛 和 研究 
生 到 知名 学 者 , 数学 家 和 物理 学 家 . 我 们 在 最 大 范围 内 系统 地 进行 了 重组 章节 ; 处 理 
了 相公 间 的 几何 理论 和 哈密 项 系统 , 并 系统 曾 述 了 无 穷 维 的 ( 场 论 方 式 的 ) 广义 哈密 
融 系 统 ; 另外 , 作为 反 称 张 量 的 :个 应 用 , 在 518 中 加 进 了 所 谓 的 到 交 换 变量 的 积 
系统 改进 的 萤 节 述 包 括 嵩 维 变 分 法 ， 喜 正 的 扩充 是 从 第 一 卷 升 始 的 , 是 为 了 用 初等 
的 方法 把 夸 者 进一步 引进 到 流 形 的 概念 中 去 . 还 纪 正 了 关于 刘 维 尔 完全 可 积 系 统 的 


文献 的 目下 量 . 

作者 感谢 拭 . B. 泽 勒 网 维 奇 , 在 我 们 为 本 书 的 英文 和 法 文 版 作 准 备 时 他 的 : 些 意 
见 使 其 中 许多 地 方 的 叙述 得 以 改进 (显然 , 由 于 这 些 改 进 才 构成 了 现在 的 这 个 版 本 
作者 还 要 感谢 本 书 修订 版 的 审阅 人 A. B. 波 哥 雷 洛 娃 和 IO. 了 . 主人 多 特 尼 亚 克 所 做 
出 的 系 州 有 益 的 评注 . 
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黎 竖 几何 和 基础 拓扑 到 现在 也 还 没有 在 大 学 数学 教育 中 渴 置 为 必修 课程 , 就 连 
数学 系 也 是 如 此 . 在 标准 的 设置 中 , 检 代 的 课程 是 曲线 和 曲面 微分 几何 . 尽管 一 些 地 
方 仍 在 沿用 这 种 安排 , 这 门 课 蕊 逐渐 被 看 成 是 过 时 的 了 . 那么 , 这 些 课 程 究竟 怎样 才 
算是 跟 上 了 时 代步 伐 , 就 是 说 , 对 现代 数学 教育 而 育 , 规 代 几何 的 哪些 内 容 必 不 可 少 ， 
同时 在 闸 述 这 些 内 容 时 应 把 握 什 么 样 的 抽象 度 , 对 此 我 们 并 没有 统一 的 意见 . 

从 1971 年 开始 , 莫斯科 大 学 数学 力学 系 力 学 部 开始 设计 一 门 几何 的 现代 化 课 
程 ， 其 内 容 和 阐述 的 抽象 度 主 要 由 实际 应 用 的 需要 雇 定 : 在 曲线 和 曲面 几何 之 外 应 
该 加 进 其 他 的 专题 , 旭 张 量 理论 和 张 量 的 共 杰 微 分 ; 黎 疯 曲率 ; 测 地 线 和 变 分 法 , 包 
括 守 恒定 律 和 哈密 顿 系统 ; 反 称 张 量 的 -种 特殊 情形 ( 即 “形式 ") 及 其 运算 ; 述 有 各 
种 斯 托 克 斯 型 的 公式 , 包括 在 各 个 力学 分 支 中 , 特别 在 流体 力学 和 相对 论 等 中 非常 
有 用 的 , 无 所 不 在 的 “广义 斯 托 克 斯 公式 ", 许多 第 一 流 的 理论 物理 学 家 和 数学 家 一 
样 , 认为 如 果 还 能 包括 有 关 流 形 . 变换 群 . 李 代 数 以 及 直观 拓扑 学 的 基础 概念 的 一 些 
知识 则 是 有 益 的 . 他 们 还 认为 , 这 门 课程 应 该 尽 可 能 使 用 简明 和 只 体 的 语言 前 述 , 并 
且 只 要 是 在 实际 应 用 的 场合 , 便 应 该 用 物理 学 家 使 用 的 术语 . 以 上 所 列举 的 素材 组 成 
了 这 个 课程 的 最 初 内 容 , 并 且 在 莫斯科 大 学 以 教材 形式 出版 : 

《微分 几何 》, 第 一 着 和 第 二 卷 , C. I. 庶 维 可 夫 著 , 莫斯科 :大 学 力学 分 部 , 1972. 

后 米 , 作者 修改 了 这 个 课程 的 许多 内 容 , 增添 了 新 的 专题 . 莫斯科 大 学 又 出 版 这 
些 补充 六 的 教材 . 

《微分 几何 》, 第 三 卷 , CO. 开 . 诺 维 可 夫 , A. T, 福 明 柯 著 , 莫斯科 天 学 力学 研究 
所 , 1974. 

山 在 的 这 本 书 是 上 还 这 些 教材 经 重新 加 了 -, 整 埋 以 大 考虑 到 这 些 教材 出 版 后 几 
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何 的 发 展 而 形成 的 作者 认为 可 以 把 本 节 作 为 - :本 基础 教材 , 从 中 可 以 方便 地 提取 
出 一 门 砚 全 多 何 课程 所 必 备 的 内 容 . 

本 书 的 原创 概念 利 整 个 计划 都 来自 诺 维 可 去 . 按 此 计划 , 原来 教材 中 的 那些 素 
材 的 重新 组 织 工作 由 上 B.A. 柱 布 党 文人 负 表 , 它 占 了 本 书 第 一 养 的 多 半 部 分 : 此 书 的 
其 余部 分 本 质 上 是 全 新 的 . 编辑 五. G. 福克斯 对 全 书 的 最 终 成 形态 不 可 没 . 

木 书 的 材料 大 大 超出 了 作为 大 学 二 、 三 年 级 数学 教育 的 必修 内 容 . 这 是 刻意 安 
排 的 : 我 们 希望 , 在 第 -- 卷 中 也 应 渡 包 括 一 些 让 大 学 生 利 研究 牛 融 亚 的 更 为 复杂 的 
县 本 质 性 的 几何 概念 和 方法 , 它 涉 反 变 挤 群 和 李 代 数 , 场 论 , 变 分 法 (可 以 通过 自学 
完成 ), 特别 是 在 物 理 体 系 中 超 着 重要 作用 的 那些 数学 内 容 , 同时 , 我 们 也 竟 方 使 内 容 
的 图 述 利 术语 的 使 用 在 抽象 程度 上 达到 最 小 ; 但 是 这 样 做 常常 昌 牺 性 掉 在 陈述 和 证 
骨 上 的 所 亩 “一般 忻 :* ,事实 上 , 在 关键 的 次 定 事物 本 质 的 那些 例子 中 的 重要 的 结果 ， 
可 能 往往 是 从 金典 的 分 析 与 几何 的 初等 考虑 中 得 到 的 , 无 需求 助 于 现代 的 “超级 不 
变性 ”的 概念 和 记号 . 但 是 , 对 这 个 结果 的 最 - - 般 的 形式 表达 , 特别 是 与 其 相伴 的 证 
明 , 必定 使 抽 蒙 的 形式 化 程度 变 得 极为 复杂 因此 , 在 遇 到 这 种 场合 时 , 我 们 使 用 适 
合 于 这 个 重要 重子 的 简洁 语言 进行 闭 述 , 把 一 - 般 性 的 证 明 推 延 在 后 面 的 瘟 节 或 者 干 
及 格 而 不 讲 . 在 处 理 那 些 与 现代 物理 学 紧密 相关 的 几何 问题 时 , 我 们 曾 仔 细 分 析 过 
物理 方 商 的 相关 文献 : 在 景 子 场 论 方面 的 书籍 (例如 [36], [37]) 初始 的 章节 中 以 物理 
学 家 的 语言 , 大 篇 巾 地 阐述 了 高 维 变 分 以 及 李 群 最 简单 表示 论 中 的 -一些 极 重 要 概念 ; 
[38], [39] 划 着 重 讲 了 场 论 的 几何 问题 ; 例如 [38] 以 物理 观点 全 而 处 理 了 获 品 几何 , 其 
中 有 -一 些 非 常 有 用 的 材料 . 连续 介质 万 学 和 刚体 理论 的 书 ([40], [411, [421) 中 有 关 张 
量 和 和 群 论 方面 的 许多 例子 也 很 有 意思 . 

我 们 并 设 有 打算 把 这 套 书 写成 “自给 自足 ”的 教科 书 : 在 标准 的 数学 教育 中 , 及 
何 只 是 全 部 课程 中 的 一 个 分 支 , 涉 反 分 析 , 微分 方程 代数、 初等 点 集 拓扑 和 测度 论 
的 各 种 问题 , 在 相关 的 课程 中 均 有 阐述 . 我 们 尽力 约 更 自己 不 对 来 自 其 他 学 科 的 问 
题 进行 详细 讨论 而 只 进行 系统 的 阐述 ， 毕竟 在 标准 的 课程 中 , 它们 已 得 到 了 充分 的 
关注 . 

本 书 第 二 卷 处 焊 了 流 形 的 几何 和 拓扑 ， 比 起 第 一 痊 , 它 包 全 了 大半 的 超出 巢 程 
所 必 知 的 材料 ， 大 多 数 关 于 流 形 的 几何 和 拓扑 的 书 只 着 眼 于 某 个 狭窄 的 小 领域 , 并 
且 通 常 也 二 分 抽象 , 所 用 的 也 是 一 种 特别 适合 于 该 个 小 领域 的 语言 , 因而 常常 造成 
了 不 必要 的 复杂 性 . 在 第 一 卷 中 我 们 同样 尽 可 能 忠于 使 阐述 抽象 度 最 小 的 原则 ; 像 
前 面 -- 样 , 较 之 二 一 般 性 定理 我 们 更 优先 关注 有 意义 的 例子 . 另外 , 我 们 还 把 章 与 章 
之 间 的 依赖 程度 减 到 最 小 , 从 击 在 内 容 性 质 所 容许 的 范 用 内 , 使 其 中 每 一 章 都 可 以 
比较 容易 地 独立 阅读 . 但 是 我 们 也 必须 记 作 : 尽管 可 以 十 分 容易 地 定义 出 许多 拓扑 
概念 (例如 扭 结 和 链 环 、 基 本 群 、 同 伦 群 、 纤维 空间 ), 然而 即便 在 最 简单 的 例子 中 
要 进行 非 平 凡 的 应 用 , 也 需要 发 展 出 在 经 典 数学 由 上 及 没有 的 一 些 [ 具 ， 因此 对 那些 
昌 已 营 握 了 经 典 数 学 工具 但 仍 不 熟悉 初等 拓扑 的 读者 来 说 , 第 二 卷 确 实 比 第 -- 卷 要 
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复杂 得 多 . 这 年 无 法 抹 平 的 差别 , 从 20 世纪 50 年 代 起 , 拓扑 学 这 项 工具 的 发 展 以 
及 它 对 数学 各 分 支 的 渗透 一 直 在 极速 进行 . 近年 米 , 拓扑 方法 (有 时 和 复 代 数 几 何 结 
合 ) 实质 性 地 应 用 于 击 代 理论 物理 的 许多 问题 , 可 以 说 , 已 出 现 了 一 连 串 的 突飞猛进 ; 
其 中 包 插 了 对 具有 某 种 几何 特性 的 特定 场 的 其 子 理论 , 璧 如 杨 -米尔 斯 场 和 手 征 场 ， 
流体 由 体 和 直流 动 性 理论 : 广义 相对 论 : 某 些 在 物理 土 重要 的 非 线性 波动 方程 , 例如 
KdV 方程 和 和 止 弦 - 威 登 方程 ; 某 种 “长 分 子 ” 物质 的 统计 力学 也 力图 应 用 扭 结 和 链 
环 理 论 . 下 惜 , 我 们 不 可 能 把 这 些 应 用 写 到 本 书 中 , 因为 要 把 其 中 任 一 个 应 用 处 理 得 
当 就 壳 要 -一 段 讽 长 的 预备 性 旅 称 方 能 进 到 物理 问题 本 身 ; 要 是 悄 样 做 , 我 们 就 偏离 初 
囊 太 远 了 . 但 是 我 们 在 率 材 的 选取 上 考虑 了 这 些 情况 , 即 考虑 了 在 这 些 问题 中 所 应 
到 的 那些 拓扑 思想 和 方法 , 并 且 还 考虑 到 现代 学 派 中 年 轻 的 理论 物理 学 家 们 可 能 
需要 ( 带 有 强烈 目的 性 的 ) 一 木 可 殿 阅读 的 拓扑 书 , 从 这 本 书 中 他 们 可 以 得 到 炉 要 的 
东西 

伴随 拓扑 和 几何 思想 这 二 十 年 来 的 发 展 , 所 使 用 的 代数 开具 的 复杂 性 也 有 了 实 
质 性 的 增长 ; 这 些 代数 工 其 使用 在 高 维 的 儿 何 直 观 情 形 . 同样 , 还 在 较 深 层次 上 使 用 
了 池上 冰 分析、 俩 微分 方程 和 复 分 析 ; 不 是 所 有 这 些 东 此 郁 包 括 在 我 们 这 本 和 白 称 是 初 
等 的 书 里 了 (事实 上 , 大 部 分 这 些 内 容 也 没有 被 包括 原 任 何 一 本 单独 的 教科 书 中 , 只 
能 研究 各 种 专著 和 期 刊 ). 

大 范围 三 维 几 何 是 三 维 空间 经 典 微分 几何 的 -个 分 支 , 它 是 - -个 具 世 观 性 的 , 有 
广泛 用 途 的 领域 , 特别 是 凸 图 撒 理 论 及 其 应 用 , 它们 还 特别 与 负 曲 率 曲 面 的 整体 问题 
有 许多 有 趣 的 关联 我们 不 是 这 方面 的 专家 , 不 能 用 十 分 简明 和 直观 的 例 示 的 办 法 
提取 其 精华 , 从 而 把 它们 包含 在 一 本 初等 的 教材 中 , 读者 可 以 通过 [和], [5] 和 加] 这 
儿 本 书 来 了 解 这 个 几何 分 支 . 

出 于 技术 性 的 考虑 , 讲述 同调 论 的 第 三 卷 将 由 作者 们 喘 行 出 版 . 

千 关 于 流 形 的 拓扑 和 几何 的 所 有 书 中 , 由 沙 爱 福 种 施 央 发 (Seifert 和 Threlfall) 
著 的 经 典 书 《拓扑 学 》 利 《大 范围 变 分 法 》 以 及 更 为 现代 的 好 书 [11], [13, fl7j, 最 接 
近 丁 我 们 在 选材 和 处 理 问 题 时 的 观念 了 ， 在 创作 本 书 的 过 程 中 , 我 们 以 积极 的 态度 
反复 思考 和 若 展 了 这 些 世 中 的 素材 和 对 它们 的 教学 方法 ， 事实 上 , 在 编写 第 二 着 时 
我 们 所 定 的 首要 日 标 就 总 要 写 . -本 多 少 像 现代 版 的 小 爱 福 和 施 雷 发 的 《拓扑 学 》 但 
是 涌 盖 的 光 围 辟 更 广 , 尽 uJ 能 运用 光滑 流 形 理论 的 现代 方法 进行 重新 逆 造 , 同时 保留 
语言 的 简明 , 并 以 新 的 素材 加 以 充实 . 这 些 新 素材 不 但 由 拓扑 方法 的 当前 发 展 决 定 ， 
也 由 邦 些 第 一 次 接触 扩 扑 学 的 读者 决定 ; 他 们 希望 在 尽 可 能 短 的 时 间 内 学 到 适当 的 
知识 量 . 就 我 们 来 说 , 利用 从 物理 学 家 所 积累 的 方法 论 上 的 经 验 是 完全 可 行 的 (在 第 

- 卷 中 尤为 如 此 ): 通过 现 有 的 初等 和 熟知 的 手段 把 非 初等 的 数学 元 素 窑 得 容易 理解 
(但 是 要 保留 数学 文献 的 格式 特点 , 即 主要 结论 的 陈述 均 标 以 “定理 ", "3| 理 "等 等 ， 
以 便 把 它们 从 教材 的 主体 中 突显 出 来 ) 一般 说 来 , 我 们 主张 , 理解 应 该 优先 于 陈述 
的 系统 化 , 优先 于 严谨 性 . 有 许多 论断 的 证 明细 节 (好 卫 不 论 其 止 确 与 否 } 在 应 用 中 
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没有 任何 一 点 利用 的 价值 . 有 时 在 分 析 例 子 的 过 程 中 , 一 些 事实 看 起 来 总 是 合理 的 ， 
我 们 使 在 没有 证 明 的 情况 下 引述 了 这 些 事 实 并 进行 了 庶 有 用， 对 我 们 来 说 , 这 似乎 是 
合理 的 ， 一 电 对 其 应 用 完全 熟悉 之 后 , 读者 最 终 可 以 在 其 他 资料 的 帮助 下 , 自己 (如 
果 想 去 做 的 话 ) 找 出 这 些 事 实 的 证 明 (为 此 , 我 们 推荐 [26|). 另外 , 我 们 也 努力 把 许 
多 被 省 略 的 让 明 分 成 了 能 够 容易 解答 的 小 片段 , 放 在 与 它们 相关 章节 的 最 后 面 . 

症 第 二 卷 的 最 后 两 这 蛙 ,我们 把 当代 文献 中 许 儿 不 同类 的 事实 组 合 在 一 起 : 有 
关于 动力 体系 和 时 状 结构 的 广义 相对 论 的 以 及 杨 - 米尔 斯 场 和 手 征 场 的 . 在 这 里 
所 阐述 的 思想 属于 不 同 的 作者 ， 伍 是 , 在 - -本 有 具 纯粹 教科 书 特 点 的 书 里 不 可 能 列 出 
一 -大 串 参 考 文 献 ， 然而 , 对 那些 将 要 利用 全 究 性 期 刊 对 这 些 问 是 进行 深 人 研究 的 读 
者 来 说 , 一 定 自 己 会 在 期 刊 中 找到 合适 的 参考 文献 ， 

莫 后 , 我 们 对 莫斯科 大 :半数 学 力学 系 的 周 事 们 表达 深 深 的 吝 意 : 由 十 他 们 的 宝 
贵 支持 , 才 使 这 门 新 的 几何 课程 从 策划 到 运转 成 为 现实 ， 在 我 们 系 时 的 这 些 第 - 流 
的 数学 家 中 , 最 应 感谢 的 是 苏维埃 拓扑 学 派 的 创始 大 可 . G. 阿 历 克 山 得 罗 夫 , 杰出 
的 儿 何 学 家 耻 . KK. 拉 售 夫 斯 基 和 二 . B. 由 非 莫 去 ， 

我 们 还 去 感谢 编辑 工 . B. 福克斯 , 在 文稿 最 后 定形 中 他 做 出 了 巨大 努力 ; 同样 
要 感谢 , A, 开 . 阿 贞 克 山 得 罗 夫 ，A., B. 波 育 雷 洛 娃 , IO. B, 波 里 索 夫 , B, A. 托 坡 
果 洪 夫 , B. I. 库 兹 米 诺 去 , 在 审阅 本 书 时 他 们 提供 了 许多 有 益 的 意 尼 . 

胃 外 , 我 们 对 一 - 些 学 者 表示 特别 的 感谢 ,是 他 们 为 本 书 提供 了 一 系列 非 标 准 图 
述 的 材料 ， 例如 ,在 普通 的 文献 中 找 不 到 有 关 共 形 映 射 的 刘 维 尔 定理 的 证 明 ， 是 
B. 点 . 卓 电 奇 与 我 们 进行 了 交流 ， 编辑 A. DB., 福克斯 给 作者 指出 了 许多 定理 的 简 
要 证 出 . 我 们 还 要 感谢 O, I. 波 术 雅 夫 林 斯 基 ，M. 下 . 莫 纳 斯 特 尔 斯 共 , CG. [. 金 
吉 软 ， 驴 ，B. 温 伯 格 , A B. 阿 历 克 谢 叶 江 斯 基 , II. B. 格 里 伯 柯 去, HI, TT. 桥 里 泽 
维 奇 . 
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第 一 章 ”空间 区 域 中 的 几何 . 基本 概念 


81. 坐标 系 


我 们 先 讨论 几何 学 里 … 些 基础 的 购 念 ， 中 学 的 希腊 式 的 几何 研究 了 简单 几何 图 
形 的 各 种 度量 性 质 . 其 中 要 解决 的 基本 问题 是 找 出 在 三 角形 和 上 其 他 多 边 形 中 长 度 利 
角 之 问 的 关系 , 除 此 之 外 , 在 这 些 基 础 之 上 计算 了 曲面 面积 和 某 些 立体 的 体积， 中 
学 几何 的 中 心 概念 是 直线 线段 (或 圆 绰 ) 的 长 , 两 条 相交 线 (让 的 或 弯曲 的 ) 之 问 的 

整个 解析 【坐标 ) 几何 的 二 要 日 的 是 在 平面 或 - 绯 空 间 的 笛 卡 儿 举 标 系 下 描述 
用 公式 给 出 的 几何 图 形 .与 “中 学 的 ”几何 相 比 , 唯一 的 差别 人 村 方法 上 的 不 同 ， 而 
妊 究 的 对 象 是 一 样 的. 微分 开 何 也 处 在 同样 的 状态 : 相同 的 主题 , 但 在 这 里 更 加 精妙 
地 使 用 了 微分 学 和 线性 代数 的 手段 , 这 样 , 在 引进 了 对 一 般 的 光滑 图 撒 的 研究 后 , 微 
分 儿 何 便 扩 充 了 它 研究 对 象 的 范围 . 


1. 空间 的 第 卡 儿 坐标 

我 们 基本 的 儿 何 思想 如 下 : 

(1) 几何 是 在 某 个 空间 中 展开 的 , 而 此 空间 由 点 PQ@,… 组成 . 

(2) ) 像 在 解 本 几何 那样 在 旨 空 间 可 以 引进 笛 卡 儿 举 标 , 这 表示 对 空间 每 个 点 建 
站 一 组 相对 应 的 实数 zl 22 称 汶 它 的 坐标 , 它们 满足 下 面 两 个 性 质 

a) 不 同 的 , 点 灶 应 不同 的 华 标 组 这 意 昧 着 ， 具 有 坐标 【zz 人 3] 
的 两 个 点 马 QQ 相 重 合 当 月 权 当 x 一 ,7 二 1,2,… 成立. 

DD) 反之, 每 组 {x7,… ,xz"7), 其 中 xi 为 任意 实数 ， 永 对 应 于 空间 中 的 蘑 一 个 点 ， 

定义 1,1， 称 一 个 引进 了 上 述 人 性 质 的 笛 卡 儿 坐 标 (x1,…. ;wx*) 的 空间 为 n 维 苗 


“2. 第 一 章 空间 区 域 中 的 几何 , 基本 概念 


卡 刀 空间, 吕 记 为 RR? 称 数 ” 为 此 空间 的 维 数 ， 


我 们 常常 就 称 数组 (x1,-… ,x") 本 身 为 这 个 空间 的 点 . 稍 下 儿 空间 的 最 简单 例 


子 是 数 直 线 , 它 是 一 维 的 生 卡 儿 空 间 . 这 里 的 点 只 有 一 个 坐标 x1(n = 1 


子 是 解 机 几何 中 的 , 这 是 在 平面 工 的 (二 维 稍 卡 儿 裤 司 ) 和 “ 通 
常 的 "” 即 三 维 的 空间 中 的 笛 卡 儿 举 标 (图 1), 这 些 笛 卡 放空 间 对 
于 解 尖 中 学 几何 的 问题 是 完全 适合 的 . 

我 们 给 出 “个 不 玉 训 悉 的 然而 极其 重要 的 稍 卡 儿 空 间 的 例 
子 . 现代 物理 学 告诉 我 们 , 时 间 和 空间 不 是 完全 分 离 的 , 不 相 重 
登 的 概念 , 而 是 出现 在 四 维 的 时 空 连续 体 中 . 对 这 些 现象 的 是 然 
顺序 的 数学 前述 的 证 明 是 极 方 俩 的 ， 

我 们 的 时 空 连续 体 的 点 被 当 作为 事件 . 对 每 个 事件 我 们 汪 
定 一 个 实数 的 有 序 四 元 组 (t,x1, xz2,z3)， 其 中 + 是 囊 件 发 生 的 


男 一 个 例 


PC 友 : 癌 ) 


图 1 


“瞬时 ”, 而 x ,zx?, x? 为 事件 的 “空间 位 置 ” 的 坐标 . 数 人 1, z2,z3) 便 是 时 空 连续 体 
的 征 卡 儿 坐 标 .因此 , 时 空 连续 体 是 个 四 维 的 笛 卡 儿 空 间 . 现在 我 们 可 以 不 再 埋 会 把 


坐标 避 zz2, 中) 当 作 事件 的 时 间 和 空间 的 解释 . 经 典 几 何 的 
三 维 室 间 只 不 过 是 由 t= 常数 定义 的 水 平 曲面 ， 一 个 物体 (在 
每 个 瞬间 名 以 抽 象 地 看 成 一 个 点 (所谓 的 质点 )) 的 路 径 在 时 
空空 间 中 则 是 四 维 空 间 中 一 条 曲线 段 (或 牟 )ze 的 ,a = 1,2,3, 
所 tt2， 我 们 称 此 曲线 为 这 个 点 的 世界 线 {图 3), 我们 也 会 考 
处 三 维 甚至 二 维 时 空 过 续 体 , 它们 分 别 由 三 联 组 (1,x1,z?) 和 侦 
对 (21) 为 坐标 , 这 是 因为 对 这 些 守 间 而 言 吉 以 比较 容易 画 出 
清晰 的 图 像 . 


2. 坐标 变换 


Xn) 
让 2 


JE) x 


假设 在 一 个 4 维 笛 卡 儿 空间 中 我 们 有 -个 实 函 数 FLP), 即 对 此 空间 中 每 个 点 P 
指派 个 实数 的 函数 . 由 于 空间 中 每 个 点 以 其 n 个 坐标 值 汕 现 , 故我 们 可 以 把 『 想 


成 是 n 个 实 变量 的 函数 : 如 果 P= (zz 则 f(P) = zl 


;27), 我 们 将 只 


涉及 连续 的 (甚至 为 连续 可 微 ) 两 数 f(z1,… ,x"), 我 们 所 考虑 的 两 数 常 常 不 是 对 空 

间 R* 中 每 个 点 前 有 定义 , 而 仅仅 定义 在 它 的 部 分 或 出 精准 地 说 在 它 的 “区 域 * 上 . 
定义 1.2， 一 个 区 域 或 .个 无 边界 区 域 ( 用 其 他 术语 也 称 为 “ 开 集 ") 是 Ra 中 
的 一 个 点 集 DD, 使 得 对 它 中 的 每 个 点 也 包 会 了 充分 千 近 此 点 的 所 有 点 ， 
更 准 依 地 说 , 对 区 域 D 中 每 个 点 己 = (二 ,48), 存在 数 es > 0 使 得 满足 不 


等 式 
[zi zl < ee 2=1,..,n 


的 所 有 点 卫 = (27.… ,x") 也 在 DD 中. 
全 扣 能 这 不 是 个 通用 的 术语 , 希望 不 要 使 谈 者 困 感 . 


8S1. 华 标 系 "3. 


定 兴 1.3. 一 个 带 边 界 的 区 域 是 由 元 边界 区 域 加 进 所 有 边界 点 得 到 . 区 域 的 这 

界 由 所 有 边 漠 点 给 成 . 

巨 边界 区 域 的 雯 简单 的 例 于 是 上 刺 个 空间 攻 ?.， 另 一 个 简单 的 例子 是 平面 中 满足 
2 过 <P 的 点 (lzoy 的 集合 (半径 pp > 人 的 开 圆 夭 ). 对 应 的 带 边 界 的 区 域 由 满 
是 zf 十 强 拟 户 的 点 (xz1,w2) 组 成 . 这 个 例子 是 - -种 共有 典 塌 意义 的 定 交 ,有 下 而 简 
单 的 定理 . 

定理 1.1. 设 在 空间 形 " 给 出 了 - :组 连续 图 数 (PD),… ,f(tP),P = (1 

zx"). 考虑 满足 不 等 式 

(PY < 0 FP) < 0 fn(P)<0 


的 点 PP 的 集合 DD. 于 是 DD 是 无 边界 区 域 

证 明 谨 囊 = (大 :zxz8) 在 DD 中 , 即 及 ( 马 ) < 0 六 (有 <0 出 关于 
连续 站 数 保持 符 导 的 定理 得 到 : 对 每 个 7 可 以 找 钊 这样 的 sj > 0, 使 得 由 不 等 式 
| 到 fj(PY < 0. 选取 二 minafsli .ss 我 们 使 看 时 
局 包含 了 所 有 满足 |xi 一 z| <0 的 点 (zx1,… ,zw?). 国 此 DD 是 无 边界 区 域 . 

注 泊 曲 线 在 区 域 万 : 方 (P) < 07 = 1,… ,m 中 的 运动 , 由 于 方 的 连续 性 ， 
只 可 能 达到 那些 满足 fj(P) < 0 的 点 P， 如 果 沿 数 下,… , 户 满 忆 某 些 简单 的 解 
析 条 件 {在 第 二 卷 中 将 详细 阐述 )， 则 对 任意 使 fj(P) = 0 的 任意 点 P 都 可 以 
达到 ， 丰 下面 遇 到 的 所 有 例子 都 满足 这 些 限 制 条 件 , 因此 . 在 这 些 条 件 下 , 不 等 式 
方 (每 07 二 1,… ,m 的 解 给 出 了 一 个 带 边 界 的 区 域 , 

空间 中 有 有 界 区 域 的 概念 也 非常 重要 和 常常 遇 到 的 , 即 讽 华 标 上 点 足 何 远 的 点 都 
不 属于 它 的 那 种 区 城 . 

在 整个 空间 有 R* 中 的 坐标 【oz 品 然 给 出 了 任意 区 域 D 中 点 的 坐标 , 但 
它们 没有 取 所 有 的 值 . 对 于 定义 在 区 域 中 的 函数 fo ,za 可 以 像 对 定 广 在 餐 个 
空间 恨 ? 中 的 那样 谈 及 连续 性 和 可 微 性 

假设 在 同 -区 域 中 给 出 任意 其 他 的 坐标 (xi,… ,z""). 我 们 可 以 写成 


Ti = plz 2), i 二 1,2,.-.,.n 


2 =2(rl, ,j= 1,2,..,n. 


十 述 尝 式 只 不 过 表明 可 以 把 笠 卡 儿 坐 标 系 (zx1,… ,x?) 与 新 的 坐标 系 (z1,.… ， 
2z") 进行 比较 , 因此 可 以 通过 新 的 坐标 来 表示 原来 的 坐标 , 反之 办 然 . 
我 们 首先 考察 空间 中 的 线性 举 标 变换 : 


入 一》 2 二 1 (2) 


( 较 简 短 地 可 写 为 x: = 相好 其 中 表明 按 重 复 的 指标 取 和 和 ). 由 线性 代数 知道 , 通过 x 
能 够 去 出 z 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 4 = (ni) 有 具有 逆 抵 阵 B = 4-1! = ( 太 ), 道 拭 阵 由 


‘4. 第 一 童 空 条 区域 中 的 几何 . 基本 概念 


方程 器 叶 = 三 定义 , 其 中 


辆 1 了 一 下， 
不 二 
上 半天 大 


( 训 罗 内 克 符 另 ), 并 表明 为 对 ; 求 和 . 于 是 , 点 P 的 笛 卡 儿 坐 标 xz!1,… ,z" 借助 于 矩 
阵 4 = (af) 通过 新 的 数组 z1,.… ,sm 表 出 . 等 式 (2) 可 以 简单 地 写 为 

号 一 4Z， 天 二 (全 (2 
等 式 (2) 意味 着 , 如 果 点 已 对 应 了 坐标 x1，.…. ,1, 于 是 在 新 华 标 率 下 它 对 应 竺 数组 
zz 使 得 好 一 Qi 我 们 看 到 年 阵 4 应 该 是 可 逆 的 . 即 具有 非 零 的 行列 式 


( 非 异 }. 这 时 新 的 坐标 可 以 通过 老 的 坐标 表 出 
Z= BER, 2 = {3} 


( 按 大 求 和 )， 

现在 考虑 任意 的 新 坐标 = zi(zl,… ,zs"),i 二 1,.… 其 中 的 函数 Tilzl,., 
2?) 假定 为 连续 可 微 的 ( 即 光 滑 ). 

我 们 假定 新 的 坐标 代表 了 所 讨论 区 域 中 每 一 个 点 , 就 是 说 , 在 所 讨论 的 区 域 中 任 
意 数组 (x86,… ;289) 至 少 对 应 于 -… 个 数组 (0 20) 使 得 天 二 (如 1 一 
]，…… - .nn. 


定 党 1.44. 称 点 P= (20 21) 为 坐标 要 [21,.…- 12") 的 非 异 点 是 说 ， 如 果 


算 陈 
具有 非 堆 行列 式 ( 非 退 化 ) 其 中 避 ,… 名 满足 弄 ( 纹 ,二 

称 短 阵 4 为 所 给 变换 的 雅 可 比 算 阵 , 表示 为 j= ( 宪 ) 雅 可 比 矩 阵 的 行 
列 式 被 称 做 雅 可 比 , 以 了 表示 


J = det ( 史 ) = del/. 


st 
:二 


FY 


由 数学 分 析 课 程 知道 下 面 的 关于 道 变换 的 定理 { 一 般 隐 函 数 定理 的 特殊 情形 ): 
.， 如 果 已 知 到 新 坐标 的 变换 xi = zi(z),i = 1 ,n, 其 中 2 一 wi( 卉 ,… ,三 ) 在 


二 dt 突 ) 关 0, 则 在 点 ( 芭 ,… ,28) 的 充分 小 邻 域内 可 以 


通过 Ty a 表 出 坐标 sl, 2 使 得 2 一 2 其 中 三 一 bad 四 ) 一 


Le 时 答 阵 (55) 一 (党 )， 即 道 变换 的 雅 可 比 矩阵 , 它 是 矩阵 (af) 二 (中 
的 道 箱 阵 , 满足 


Oz: ri 
Di Bak OF (5) 


81, 坐 标 系 .5， 


{回想 一 下 ; 这 表示 按 7 求 和 )}. 


对 n= 二 1 而 言 , 这 个 陈述 可 表达 为 : 如果 了 一 zfzjz(z0) 二 20 有 卫 在 = 一 2 至 去 
0. 风 可 以 通过 x 表示 机 = 使 得 zo = zzo), 开 点 zo 的 充分 小 的 领域 内 有 野党 = 1 


在 上 上述 情形 的 分 析 中 如果 设 坐标 变换 是 线性 的 , 即 丰 = 42, 或 x = zi, 这 时 
的 雅 肿 比 傈 阵 ( 衬 ) 与 什 阵 4 相同 , 有 避 一 为 常数 . 都 么 , 如 果 det4 地 0 则 
在 整个 空间 二 的 逆 变 换 为 2 = 避 X, 其 中 旦 为 4 的 道 矩阵 ， 

我 们 考察 其 他 的 由 解析 几何 中 取 来 的 关于 平面 和 空间 坐标 的 例子 . 

(1) : 沽 虚 平 面 上 的 极 坐 标 r, wp, 其 中 


rl reos p, Ho=rsin y, (6) 


这 里 的 + 宕 0. 

另外 , 偶 对 (ro 和 {rp + 2k7) 在 上 为 整数 时 代表 了 同一 个 点 P= (xw1,z?). 因 
而 如 果 昌 求 0se < 27, 则 2 为 唯一 确定 的 举 标 . 在 > = 0 需 旨 进步 说 明 , 这 时 所 
有 的 介 对 (0,w) 表示 了 同一 个 点 ( 举 称 原点 ), 因此 在 坐标 原点 会 发 生 一 些 很 不 好 的 
情形 . 我 们 已 知 原点 就 是 极 坐 标 系 的 奇 点 构造 获 可 比 乍 阵 如 下 


Or! Br 
已 Bo Cog 名 一 了 8 
A 二 , 7 |= ?1]. (7) 
Or Hz sin wp Foosp 
Dr Op 


我 们 有 雅 可 比 
J = detA = rz¥0. 

因此 雅 可 比 只 在 一 =0 时 为 0. 如 果 以 zt 22 表示 7+, 则 7 一 VEGD5TTC 3 这 个 五 
数 在 ;i = 0,z2 = 0 处 不 可 徽 , 在 区 域 feir > 0 0 之 < 27} 中 , 新 坐标 系 是 完 
全 唯 … 确 定 的 , 没有 奇 点 . 

{2) 县 箔 卡 儿 誉 标 z 1, 72, 2 的 三 维 第 卡 儿 空间 中 的 柱 坐 标 z1 一 7 2z2 一 ,2 二 之 ， 
其 中 1 2 ; 3 

Treos Pp, ZT =rsin yw =z. (8} 

在 这 里 >=0 给 出 了 直线 , 即 z 轴 , 沿 着 它 坐 标 系 “ 变 坏 *” 了 . 事实 上 , 雅 可 比 姑 阵 在 
这 上 旦 的 形式 为 


cos 好 一 ran ob Oo 
4=|snP rcos 0|， [9) 
0 0 1 


时 第 一 章 空间 区 域 中 的 几何 . 基本 概念 


它 的 其 可 比 共 站 7 一 0 时 为 0. 在 区 域 和 > 0 中 此 华 标 对 没有 
奇 点 . 像 上 而 -… 样 , 入 0 < 2 < 2r 区 不 内 举 标 w 是 唯 -确定 x 计 ----…… 
的 ， 

(3) 一 维 空间 中 的 球面 坐标 说 一 六 和 = 由 中 二 (图 为. 
我 们 有 


ri=reo8 poli 有 一 sin 的 si 有 23 = reog 用 
7r20, 0 所 昌林， QP < 38， {10) 外 
对 干 球 而 坐标 , 其 雅 可 比 矩 阵 具 有 下 面 的 地 趟 本 
cos 的 Sin gd reos Fecos 0 一 ?Sn psin 8 
A= | sin psin 日 rsin peos 8 reos vaing |. (11) 


CoS 由 一 ”Sirl 四 0 


雅 可 比 J = det4 有 形式 
J=risin 人 
我 们 看 出 , 在 区 域 7 > 0,8 关 0,7 中 此 基本 此 不 为 0. 
球面 坐标 系 厅 区 域 "r > 0,0 < 8<n0 < yg < 27 中 是 唯 :确定 的 , 并 旦 没有 奇 
点 . 点 rr=000.e 任意 ) 得-0,rtreP 任意 ) 是 球面 坐标 系 的 奇 点 . 
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除了 前 面 一 节 所 罗列 的 轿 售 外 . 作为 我 们 几何 思想 的 基础 是 空间 中 线段 长 度 的 
概念 和 两 条 相公 线 在 交点 度量 第 的 概念 . 我 们 的 这 些 思想 的 基础 在 于 我 们 {多少 有 


些 近 似 地 ) 千 话 在 三 维 的 欧 氏 空间 里 , 在 其 中 存在 具 特 殊 性 质 的 笛 卡 儿 华 标 . 
1, 欧 氏 空间 中 的 曲线 
候 说 在 三 绯 空间 中 有 和 贡 卡 几 坐 标 , 使 得 如 果 三 维 空间 中 点 也 企 标 为 {x1,z2, 5)， 


已 如 坐标 为 (2.8), 则 连接 点 已 和 人 的 直线 段 的 长 度 平 方 等 于 1 = (x1 一 yi 二 
(2 称 这 样 前 空间 为 欧 风 里 得 空间 , 而 具 这 种 性 质 的 笛 卡 儿 坐标 
闵 欧 也 里 得 坐标 , 简称 欧 开 坐标 . 

市 线 件 代数 知识 知道 , 把 向 量 与 欧 氏 空间 中 点 联系 起 来 有 其 方便 之 处 ,我 们 有 
坐标 原点 即 点 0, 称 由 0 起 始 到 点 P 终止 的 向 最 为 点 已 的 径 向 量 . 点 P 的 华 标 
6 ,22 称 司 向 量 誉 标 . 由 点 口 分 别 引 向 点 P 和 @ 的 两 个 向 最 € = (x1, x2, x23) 
7 二 ( 扩 , 瑟 , 纺 } 可 以 按 坐 标 相 训 , 得 到 坐标 为 (z1 十 妒 ,x2 十 天 ,2 划 十 好 ) 的 向 量 二 十 由 
也 可 以 用 数 去 乘 向 量 ， 其 坐标 e1 一 (1,0,0),es = (0,1,0),es = (0,0,1) 的 单位 向 
曹 cleasea 的 长 度 为 1， 后 徊 将 会 看 钉 , 它们 是 两 两 相 碑 各 直 的 ， 和 任意 个 有 举 标 


2. 欧 氏 空间 “7 


【1 3 的 问 量 < 有 形式 上 Lel 十 res + TIEa. 这 里 所 有 空间 是 一 维 的 , 纯 
n= 二 3. 对 于 任意 ”的 情形 , 自然 是 完全 类 伺 的 . 因此 欧 太 空间 常常 被 看 作 线性 {或 
向 量 ) 空间 , 其 中 点 ( 径 向 其 终点 认 = (zl,… ,x7 和 了 二 (人 之 间 的 蛙 离 平 


方 由 局 = Se 一 J 给 汕 . 在 于 维 空间 中 我 们 有 n= 3, 平面 则 是 %w==2, 而 n>>3 
Le 
则 是 它们 的 直接 推广 . 
在 欧 氏 空间 中 有 一 个 被 称 做 向 量 内 积 的 重要 运算 . 
定 光 2.1. 如 果 已 知 向 最 四 一 {1, TT) 一 (2 0 ,3 则 称 数 . 


ne 


(6 = Diy (1) 


i 


为 它们 的 获 几 里 得 内 积 . 
这 个 内 积 具 有 下 列 重要 性 质 : 
a) 全 = 全 和 
bj A 十 和 家 二 和 后 1; 仿 十 和 lt6a; 坊 ,其 中 A 和 入 为 任意 实数 ; 
E> 0, 其 中 & 兰 0. 
有 形 旭 (01) 的 内 积 的 币 闵 儿 坐 标 21,.… ,x" 被 称 做 欧 岂 里 得 坐标 . 

利用 内 积 的 概念 吓 以 重新 表述 , 从 具 径 向 量 & = (xz!,… ,zm) 的 点 到 其 径 向 量 
7 二 的 点 的 线段 长 的 平方 等 于 向 量 & 一 5 白 身 的 内 积 , 而 任意 向 量 C = 
(2 的 长度 等 本 VAG .常常 以 || 一 VO 表示 向 量 < 的 长 度 . 性 质 中 
表明 记 有 非 澄 向 世上 有 具有 正 的 长 度 . 

从 解 析 儿 何 知道 , 对 丁 两 个 向 量 & = (sz = { 玉 ,… 97) 之 间 的 夹 角 
世 十 以 道 过 内 积 来 表 出 


之 


LOS 一 和 KE J 


固 此. 长度 与 角 和 向 量 间 的 内 积 概 念 紧 密 柑 关 . 更 进 … 步 说 , 内 积 将 被 当 作 基础 的 首 
要 概念 , 几何 正 足 建 寺 其 上 的 . 
击 在 设 在 欧 氏 空 间 中 有 曲线 , 它 由 参数 形式 给 出 


2 = fr = f°), (3) 
其中 参数 + 经 过 由 a 到 的 区 间 , 而 产 (的 是 参数 t 的 光滑 函数 , 其 中 j= 1,… ,ni 
称 向 其 
en 
v(t) = ( 委 … 寺 ) 多 


为 曲线 在 时 刻 t 的 茹 向 量 或 速度 向 量 . 
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Bb 
:fv t), u(t) at = / [vtt) lat (5) 
为 遇 线 的 长 . 


换 名 话说 , 称 速度 向 量 的 长 度 的 积分 为 明 线 的 长 度 . 包 
如 果 曲 线 x = 疡 从 ,i = 1..… ,n 和 另 -一 条 明 线 二 一 大 的 二 1 在 主权 
相交 { 即 f(t0) = gi(to),i = 1,… ,n), 于 是 可 以 论 及 在 交点 处 这 些 曲线 间 的 夹 角 . 我 


定义 23.3. 称 数 


们 通过 of a jo | 
:= J ..， 氏 - ; 
“一 ( dt ) se ( dt a ) Ps, (6) 
表示 在 上 = 如 处 曲线 相应 的 切 向 其. 
定 光 2.3. 称 满足 
CO3 P= 人 (7) 
~ atl 


的 角 pt0sps7) 为 这 两 条 曲线 在 它们 于 t= to 相交 的 交点 处 的 曲线 间 夹 前 . 

上 上 述 最 后 的 两 个 定义 应 该 是 在 数学 分 析 瀑 程 中 证 明了 的 重要 事实 ,然而 
事实 三 它们 可 以 被 视 为 原始 的 定义. 仪 仅 党 要 验证 这 些 定义 与 在 网 氏 空 间 中 曲线 
间 的 夹 角 及 曲线 长 度 的 直观 概念 相 一 致 .从 中 学 的 几何 谍 程 知道 ,半径 为 RR 的 加 
周 长 为 2xR. 又 从 解析 几何 知道 ,线段 成 具 坐 标 (y!,.…… ,vy") 的 向 量 :e 的 长 等 于 
VA 十 一 十 QT 及.( 由 毕 达 哥 拉 斯 定 译 )， 我 们 来 对 线段 和 国 周 进行 计算 ,以 确信 
我 们 关 杆 长度 的 定义 给 出 同样 的 结果 . 

1 线段， 为 简单 起 见 , 设 其 由 坐标 原点 为 起 点 ， 于 是 它 册 公式 yi 二 yit,i = 
1 0stel 给 出 . 妾 +=0 时 所 有 的 举 标 zi =4, 而 当主 = 工时 所 有 坐标 站 = yi 
即 在 向 全 & 的 终点 . 我 们 的 站 线 度 的 长 度 等 于 


人 (全 (到 ) () dt = Vy 十， 十 (2， 


于 是 我 们 得 到 了 所 熟知 的 关于 线段 长 的 公式 ， 
2) 圆周 . 它 由 (在 平面 上 的 ) 公式 zl = RReos t,x? = Rsin t, 其 中 0gtg2x 给 
出 . 这 里 的 速度 向 量 的 形式 为 v(1) = {一 Rsin 1, Reos ), 于是 长 度 等 于 


i= ” VR? gin? t + R? cos? tdt 二 27R, {8) 
0 
对 于 圆周 我 们 同样 得 到 了 所 要 的 答案 . 
习 外 , 我 们 的 长 度 定 久 也 满足 这 样 的 要 求 ， 即 用 两 段 构 成 的 曲线 的 长 等 于 这 些 
段 的 长度 之 积 . 
了 作者 不 想 整 求 对 长 度 概 念 作 公 理化 的 处 理 . 与 其 从 一 组 公理 导出 正定 文 的 啡 一 性 , 还 不 如 就 
把 此 定义 当 作 公理 . 
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但 是 , 我 们 注意 到 关于 长 度 的 公式 (5) 依赖 于 参数 化 的 曲线 x = fi(#),4 = 
1,… ,ni,astsb， 简 单 地 说 , 沿 着 曲线 随 参 数 1 一 -起 在 a 与 5 之 间 以 速度 wt) = 


(和 于,… ,时 ) 运动 , 而 这 个 滑 昌 线 运动 的 速度 v(t) 显 式 地 出 现在 公式 
[a 
I -=|/ lv{t) at (9) 


中 . 

旭 果 我 们 语 同 一 曲线 以 不 同 的 这 度 运 动 会 怎样 昵 ?” 从 点 PP = {flita),…， 
Po 到 点 @ = 【全 ,了 "09)) 前 进 ， 如 果 从 点 P 到 点 8 走 了 同样 长 度 人 
所 具有 的 速度 不 一 样 , 我 们 会 得 到 同 .个 数码 ? 

这 个 问题 的 准确 提 法 是 这 样 的 : 假设 给 出 一 个 在 中 到 了 人 T(a' STE 

中 而 参数 二 以 r 的 函数 撒 式 表 直 ,t= tf7),t{a’) = 6 一 让 所 -= > 0. 后 面 这 
个 不 等 式 囊 明 我 们 的 参数 > 在 曲线 上 以 参数 t+ 同样 的 方式 移动 . 二 是 我 们 的 山 线 表 


示 为 


si = 00) = PUT) = 0:0) t= Lee 0) 
按 和 参数 7 移动 的 速度 为 
doi og 
ww{T) 一 (全 ss 于 ) ’ a ESTED (11) 
在 新 参数 下 明 线 段 的 长 等 十 ， 
= 人 hetrlar (12) 
我 们 米 证 明 
下 b 
加 lwtryldr =! = |/ hot hat. 
计算 出 向 量 w(7) 的 
(和 下 二 di 2 
larT)| = ( 符 ) 全 At Ar 


EE 汪 


和 


后 一 个 等 式 是 由 于 学 > 0. 因此 
TT 


er b 
- f Ra 
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这 就 是 所 要 证 明 的 . 
结论 ”曲线 段 的 长 不 依赖 于 经 过 这 条 曲线 段 的 巡 度 . 
因此 , 我 们 的 长度 定 交 满足 了 对 于 这 个 量 的 直观 观念 所 关切 的 所 有 必要 的 要 求 . 
例 2.1， 假设 在 平面 上 给 出 函数 x2 = f(z!) 图 像 的 曲线 . 可 以 简单 地 取 zx! 为 


参数 4 ma 二 14x? 二 了 (). 速度 向 量具 形式 v= @ 千 ) 而 则 线 长 为 


“dx 


Bb 也 2 
:=f pid 上 + ( 玫 ) dz!. (13) 


在任 意 光 滑 曲 线 (速度 参数 v 个 为 零 的 那 种 曲线 ) 上 可 以 选 1 长度) 为 参数 ， 使 得 速 
度 向 最 为 单位 向 量 :|#() = 1. 称 这 样 的 参数 上 为 自然 参数 对 其 有 / | =b— a. 
因此 . 自然 参数 具有 简单 的 几何 性 质 : 它 等 于 所 遂 过 的 曲线 段 的 长 . 

现在 假定 在 具 欧 民 举 标 (x1,… ,2z") 的 欧 氏 空间 中 给 出 了 另 一 个 坐标 系 {z1,.…， 
z*), 使 得 x 二 gifzl ,二 1 nn， 设 在 新 坐标 下 以 参数 给 出 了 曲线 zi = 
2 二 1 这 时 企 原 来 的 欧 氏 坐标 中 同 -条 曲线 其 有 形式 


at) = WD j= ln 


我 们 称 向 量 #04) = (加 ,a2), 其 中 
i 加 2 


= 了 一 工 : ,nn (14) 

为 在 坐标 {z1,… ,z 友 )} 下 的 曲线 的 谴 度 向 量 ， 在 原来 的 坐标 [zx1,.… ,ae 下 速度 向 攻 
人 n 

0 (所 1 入 ) 这 是 个 向 量 , 它 在 点 = (下 的， ,各 的 ) 取 值 ; 它 与 


ti 是 癌 一 个 向 其 但 在 点 瑟 = (zl 的 ,2 人 的 ) 到 值 . 点 P 是 同 : .个 , 向 量 也 是 同一 
个 , 但 在 两 个 不 同 的 坐标 系 {z) 和 (z) 下 表 出 . 我 们 要 者 清楚 在 坐标 变换 下 速度 的 沧 
栋 是 如 何 灾 化 的 . 我 们 有 
i dt Or dz Or 了 
a id Bi 


[ 记 任 : 按 了 求 和 ). 速度 向 量 的 平 力 具有 形式 
nh fw 2 nL 站 2 
| 一 >, (全 ) 一 > (总 ) 一 IR, {16) 
3 i=] 


(15) 


(17) 
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_ ; dz! 
结论 在 任意 兴 标 (2 2") 2s 一 (9 下 ,直线 渤 度 向 量 一 【全 
) 的 自身 内 积 由 公式 
dizi dar 
[si iae| Ojk dt 研 {18) 
给 出 , 其 中 
2 dri Oni 
9 2 Ba7 Bar 


2. 二 次 型 和 向 是 
我 们 在 前 面 已 看 到 , 曲线 的 速 庶 操 量 的 坐标 在 坐标 变换 > = zfzj) 下 恋 为 
Dri : 


= (19) 
或 缩写 为 

vs = des， 
上 其 中 4 = ( 史 )， 邮 在 前 一 方 所 定义 的 变换 的 雅 可 比 矩 阵 , 我 们 在 这 里 并 没有 用 到 


保 标 (zx1,…. ,27) 是 欧 几 里 得 的 这 个 性 质 . 变换 规则 (19) 可 以 泛 作 向 其 的 _ 般 定义 
的 一 个 基本 性 质 . 

定义 2.4。 称 数组 (81,... ,e") 为 关于 坐标 对 (人 在 点 PP = {zd,…， 
39) 的 一 个 向 量 ， 并 且 如 果 两 个 坐标 系 (zl ,wry 和 | (z2 22) 由 变换 
2 三 wtz) 相 联系 , 同时 zi(z0,-… 一 天 二 19 都 么 对 于 新 的 坐标 
系 (21,... ;2 ), 同一 个 奇 量 在 点 (二 起) 则 由 另 一 组 数 (G ;C7) 给 出， 
它们 之 局 由 基本 公式 


_ or’ 
Bzi 


外 加 (20) 


相 联系 . 

应 该 注意 到 , 在 这 个 向 量 定 义 中 主要 是 变 换 规 律 (20) 的 形式 . 

我 们 考虑 男 一 个 常 第 通 匈 的 几何 对 象 : 斋 数 的 梯度 , 我 们 习 惯 说 的 是 在 笛 卡 儿 毕 
标 (2 2") 下 数值 醒 数 Flz5 ,zm) 的 梯度 (例如 在 ”= 3 的 情形 ), 这 是 个 向 
量 , 其 分 量 表示 为 


‘21) 


grad = (这 of ) 


Ori’ Ber 
令 训 二 ,4 二 1,… :n, 我 们 考虑 局 一 个 两 数 在 另 一 组 坐标 2!,.… ,z" 下 其 梯度 
古 如 衔 表 示 的 , 其 中 x = x(z). 我 们 有 

gradf (z {2),*. ,2"(z)) 一 (站 这) | 
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Bf Of dri ， 


Be Bri Oa 
以 六 表示 分 量 2， 在 新 坐标 系 下 这 个 梯度 的 分 昌 为 
Ori 
二 i (22) 


我 们 看 出 在 坐标 变换 下 好 数 的 梯 典 改变 与 向 量 的 改变 不 同 , 在 后 面 我 们 将 这 个 
其 称 为 余 向 量 . 

现存 设 有 了 欧 氏 举 标 么 (z1 ,3), 谭 丰 一 和) 和 二 (四,… , 操 ) 为 两 
个 从 点 P= (二 ,8) 出 发 的 向 量 . 在 企 标 系 (2 ,各 ) 下 , 设 zz 一 zfzj, zfan) 一 
xzo, 这 贞 个 问 量具 有 相 度 的 坐标 (本 :天 ) 和 (有 到) 它们 以 前 述 的 坐标 公式 
相 联 系 . 


续 = 四 可， 唱 = 地 喝 ， 
其 中 (i) 为 在 z* = 三 .上 二 1,… ,nn 处 的 雅 可 比 短 阵 , 和 &2 在 原来 举 标 系 下 的 内 
积 有 形式 


(1,62) 一 Drs = 018. (23) 
在 新 坐标 系 下 它 等 本 | 
人 全) 一 ep oem， (24) 
共 中 矩阵 G = (9g;;)， 
ge = Dek = nejoh, (25) 


这 就 是 出 现在 前 “小 目 中 , 在 解决 关于 在 任意 泽 标 下 计算 曲线 长 度 的 问题 时 的 疯 - 
年 隆 . 内 此 在 新 坐标 中 间 基 的 内 积 沁 定 了 同一 个 矩阵 G = (giy). 以 代数 的 语言 来 说 ， 
公式 {25) 表示 

G = ATA, {26) 
其 中 “I” 代表 矩阵 的 转 将 , 我 们 来 解释 佬 阵 G 的 分 量 9:; 在 转换 到 新 坐标 时 是 如 何 变 
化 的 . 设 在 同 -- 区 域 中 给 定 了 新 誉 标 yi,…… 3 一 
令 = 的 ) = 【 芒 ) 我 们 知道 , 当 在 坐标 刀 ， ,gm 下 , 向量 ,2 具有 分 量 


(人 : 下 (人 : 2)， 其 中 


咀 一 六 种， 天 = 基 总 [27) 


个 。 黎 曼 和 人 以 歼 遇 空间 .13 . 


假设 在 坐标 (y) 个 对 内 积 表达 式 所 给 出 的 证 阵 为 (hi;). 这 表明 


(1, 62) = RE = gyi (28) 
利用 等 式 (27) 我 们 得 到 
hudtes = (DigableFes). (29) 
由 此 有 
hut = bi gad . | (30) 


于 是 , HH = BTGB. 

定义 2.5， 称 尖 于 坐标 系 (21 on) 的 数组 gj 有一 1 ,R91j 二 97 为 
在 点 大 说 的 (在 同 量 上 的 ) 二 决 型 ,并且 如 果 两 个 举 标 系 (zl ,x*) 和 
(2 有 变换 了 = <) 满足 中 [中 二) = 敬一 1 9 那么 对 于 新 
的 坐标 系 (2 ，… ,2 这 个 二 次 型 给 出 了 数组 Rap, ,二 1 Ps = ham; 它 
们 与 原来 的 数组 由 公式 


Oz! 


i 


Es 
i 


人 


Qi = Bzy (31) 


EE 
2 二 一 3 


相关 联 . 用 和 阵 形式 表示 妈 
GCG= A'HA. 


如 果 在 点 已 给 出 了 一 次 型 g;;, 在 坐标 变换 下 按 规律 (31) 变化 , 那么 在 点 了 的 
切身 基 上 可 以 定 祥 二 次 (或 双 线 性 ) 函数 {&,&} {或 人 ,2}), 即今 


{é,2} = 905 全 全 人 一 9 ， 
出 变换 规律 (31) 知道 , 这 样 定义 的 丽 数 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 而 只 依赖 于 点 已 和 
向 基 (或 向 量 5 和 作 ， 
83， 黎 轴 和 伪 黎 检 空 间 


1， 黎 受 度 量 
我 们 已 经 讨论 了 在 空间 误 空 间 区 域 中 的 长 度 或 者 称 之 为 度 供 的 枝 念 ， 在 时 坐标 
(人 2 的 二 维 空间 中 光滑 明 线 xi = zi(y 的 长 , 按 定义 由 公式 (2.5) 但 


b 
. ,dx 
{= / [zt{)Idt, =v= 训 : (1) 


并 月 要 求 在 空间 中 每 一 点 上 的 曲线 速度 向 量 的 长 度 概念 都 已 事先 定义 好 了 ， 
DP 这 表 趟 参看 肛 的 公式 (8 在 后 押 均 采用 这 种 和 参照 记号 . 
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歼 曼 度 莽 被 认为 是 在 所 给 坐标 系 中 对 问 重 上 = (£1,… ,E")】 的 长 由 下 看 公式 

给 出 
上 一 9876 6- (2) 

这 表明 |Ej? 是 在 上 和 所 说 章 祥 下 的 向 量 二 的 一 次 函数 , 向 其 长 度 应 不 依赖 于 坐标 
系 的 选取 , 因此 g;; 在 坐标 变 横 下 永 该 像 二 次 型 的 分 量 那 样 客 化, 即 按 会 式 (2.31) 那 
样 . 由 此 , 我 们 引进 黎 受 度量 的 概念 . 

定 内 3.1. 称 在 每 气 有 有 定 六 的 并 后 站 滑 依 起 于 这 些 点 的 切 向 量 的 一 个 正定 二 次 

型 为 这 个 空间 的 某 芭 束 三 的 个 获 曼 度量 . 

利用 在 上 -~… 节 中 所 给 出 的 二 次 型 鹏 定义 可 以 把 黎 曼 度量 的 定义 转 挽 为 下 而 的 
形式 : 

定 尺 3.2. 称 在 具 任 意 坐 标 (zl …… ,z") 的 空间 某 区 域 中 的 函数 组 9;; = 

人 其 让 矩阵 (91;) 为 正定 , 为 这 个 区 域 上 的 一 个 歼 电 
度量 . 

如 时 在 这 同一 区 域 上 给 出 了 -个 新 的 坐标 (yl,… ,ww?) [zi 二 zi(yl,.…， 
乓 一 1 ,Rn 那么 在 新 坐标 中 这 个 黎 曼 度 虹 由 水 数组 的 = 9 全] 
7 = 1,..…: ; 凡 答 你 ， 上 其 中 


0ij 一 Fi OM- (3) 


矩阵 (g#) 的 二 定性 表示 giyé 认 i > 0, 其 中 的 向 盟 & 不 为 零 . 
如 果 给 出 了 黎 学 度量 , 加 曲线 z' = st) ) 的 长 度 等 于 


gs(O) eat 人 
定义 3.3- 设 5 一 (81,… ,en) 和 了 = (179) 为 在 点 PP 一 ( 堆 ,…, 节 ) 的 
两 个 向 量 . 称 数 人 ,六 为 它们 的 内 积 , 其 中 
{ED = gt m0 EE. (5) 
(gi) 和 向量 合 标 人 9 的 变换 规律 (3) 利 (2.20) 保证 了 人 同一 个 点 出 发 的 两 个 
向 量 的 内 积 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 从 不 同 点 出 发 的 两 个 向 量 的 内 积存 坐标 变换 下 不 
是 个 不 变 工 . 
如 末 已 知 有 两 条 曲线 z = 六 中 ),z! = 形 划 ,它们 相交 于 上 = 后. 称 数 yp (0<pgn) 
为 它们 之 间 的 卖 角 , 其 中 


{ED 

|g 

这 里 的 人 内 = gijE | 二 VE 而 £6. 为 在 交点 的 两 个 速度 向 性，( 我 们 注意 
到 , ”的 实数 忻 质 来 自 柯 西 一 布 辽 可 夫 斯 基 不 等 式 |{t, 共 |<|s||n| ( 击 歼 曼 度 量 的 正 
定性 出 发 证 明 它 ).) 


CO3 的 一 


63. 黎 曼 和 伪 黎 曙 空 间 _ 15. 


例 3.1. 欧 几 里 得 度 呈 . 
a} n= 2, 在 欧 区 坐标 zl = xx? 二 yy 


1 i=, 1 0 
i 二 人 一 Hii) 一 : 
diy ] i (07) ( ,) 


zl 二 reos yp, 7 二 TSin yp ( 优 看 和)， 


。 1 0 


这 家 明 对 曲线 > = 7( 和 ,5p = east 


三 ' 和 2 
dr of op 
-U7 
Dn 二 3. 在 网 氏 誉 标 rz2,z3 下 我 们 有 5;; = 5 在 柱 坐 标 中 (y! =7, 信 = 
站 ， 3 一 客 ， 参看 81) 


1 0 0 ， 
0 1 


在 球面 坐标 中 ( 呀 一 m 归 一 册 妇 一 PP， 敌 看 81) 


存 概 坐 林 me 下 


人 = giydz'dzi. (6) 
[严格 地 流 , dz 定义 为 dz' = 站 (对 由 是 相似 的 ), 其 中 zt = zi() 为 所 讨论 的 
山 线 .) 
对 丁 考察 过 的 例子 我 们 有 : 
对 笠 卡 儿 和 坐标 de 二 yz 
1 一 1 
对 极 坐 标 dl2 = (dr)2 + r2 (dp)?, . [7) 
对 柱 坐 杯 di? = (dry? 十 r2fap)2 十 (dz)2， 


对 球面 人 举 标 d= (dr +r2[(d0Y? + sin? (deg)2]. 
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定义 3.4， 称 短 阵 gy; 一 gils) 为 欧 几 里 得 的 是 说 如 果 能 找到 坐标 zz 


z= Ti(z) 满足 

Dr Ore 
det ( 息 本 天 0， 67 一 ar Bas 
k=1 


这 时 在 湖 标 x!,… ,xz* 下 


+ 1， 这 一 及 
同一 的 起 i 区 
称誉 标 2 .239 为 欧元 里 得 坐标 . 
上 而 所 泣 虑 的 所 有 度量 的 例 了 痢 是 在 不 同 坐 标 下 的 欧 氏 黎 标 . 下 一- 章 我 们 将 考 
虑 其 他 的 歼 营 度 量 的 例 了 


2. 闷 可 夫 斯 基 度 量 : 

假设 数 gs = gi(2), = 二 ,nn 使 得 短 阵 (9 ) 非 异 , 即 dettgiy) #0, 并 目 形 
式 gijEiE7 是 (不 定 的 ) 非 市 的 ， 这 时 我 们 说 它 是 一 个 仿 歼 量度 量 . 

如 果 gy 为 仿 度 量 ， 此 = Wt 党) 为 它 在 某 个 点 P= (可 , 太 ) 上 的 值 ， 
那么 由 线性 代数 知道 , 变换 &== 和 pr 可 以 把 一 次 型 5851 转化 为 


上 ?p41 一 吕 ， 
其 中 性 和 gq fp 4g = 0 分别 为 二 次 型 的 5 的 正和 人 负 的 指标 . 不 难看 山 (参看 节 
尾 的 寺 题 ) 数 p 和 9 被 完全 决定 , 即 慨 性 指标 不 依赖 于 坐标 条. 由 于 连续 性 , 二 次 型 
066 的 惯性 指标 在 所 考虑 的 点 P 的 邻 域内 所 有 的 点 上 取 问 一 个 ( 英 数 ) 值 (但 是 
一 般 来 说 , 在 此 点 邻 威 内 每 点 同时 化 成 同一 个 标准 形式 却 是 不 可 能 的 ); 在 这 种 情形 
下 , 我 们 称 gj 为 (p; 四 型 的 伪 歼 明和 矩阵 . 
定义 3.5。 称 乞 阵 g;; = gyi{z) 为 仿 欧 几 里 得 拭 阵 , 如 果 存 在 新 的 坐标 zl ， 


x ri = iz), det (省 ) 关 0, 使 得 


| Ozrl Br!l | Orz? Ow? Bort Bort! Dr Dr 
9 Bor Ber 1 Bz Ozi zi Ozi Oz Oi 
在 此 新 坐标 系 下 


EB =0， 当 i: 关 
gi=1, igp, 
9 二 一 1， 当 丧 p 十 1 
称誉 栋 (x1 为 (pp, 各 型 伪 欧 所 里 得 坐标 , 其 中 qg=n—». 在 空间 了 ”中 
定义 向 量 = 全 6) 和 六 = 人 1) 的 “内 积 " 为 


Ep = E07 + EP Pt np 一 (8) 


8， 克 感 和 伪 效 受 空 间 机 


人 名 . 型 的 伪 度 显 ; 这 时 通常 的 坐标 21,-… ;2 便 是 伪 欧 几 里 得 的 

了 其 在 这 样 度 其 的 空间 R* 也 被 称 做 伪 欧 几 里 得 的 , 并 以 到， 表示. 

器 1 计 思 pn, 旭 有 必要 可 绎 灾 换 gij 一 一 gj 化 为 这 种 形式 . 

空间 RI. 的 情形 特别 重 归 . 这 是 狐 久 相对论 的 空间 (六 可 大 斯 其 空间 ). 在 狭义 相 

论 中 假定 了 在 81 中 定义 的 时 空 连续 体 导 疯 站 及 1 3 回想 一 下 , 在 时 空 
连续 休 中 的 丰 被 给 巴 了 储 卡 儿 汪 标 (tz1 2,23), 这 里 的 第 个 4 六 标 E 是 时 间 的 维 数 ， 
而 蔡 标 (zx1 ,x2,z3) 表示 长 度 的 维度 ， ey L 里 得 坐标 便 是 za = ot,21 ,xx2, x 
其 中 c 大 具有 速度 是 岗 (长度 /时 间 ) 的 常数 , 即 在 真空 中 的 认 速 . 

长 度 交 的 半 方 dl? 具有 形式 


1 ez 一 (ar 和 一 (ar — (dr), (9) 
如 果 有 两 个 点 (或 事件 ) 刻 = £0, 了] ， i, 人 b= (29, Es 2, 23), 划 我 们 不 量 
IP— Pl (a a ~ (21 — 2) ~ (77 — £2) — (73 — 2)? (10) 


为 事件 和 有 之 间 的 时 完 间 隔 . 量 | 瑟 - 杞 | 可 以 为 正 , 为 伞 , 也 可 (对 不 同 的 点 
总 和 包 ) 为 等 (做 见 $6). 

在 这 一 节 最 后 我 们 考虑 在 空间 R}, 中 个 有 关 举 标的 有 用 的 例子 , 即 伪 球 画 举 
标 . 假设 在 ER3 2 中 的 伪 欧 氏 坐 祭 为 x0,z1, xz?. 定义 伪 款 面 坐 标 六 ve 为 


To pch XY 一 SR 二 太志 Di 
vw! = psh x cos w, J < oo, (11) 
2 = psh x sin , DEP < 27, 


导 此 ,， 


C20) (01) — (xr) = p220. 
于 是 , 举 慰 m xz 只 在 区 域 (z02 一 [x1 一 {x2)? ~ 0 中 有 定义 .在 
空间 了 3。 中 这 个 区 域 是 图 锥 (20)? = (x1)? 十 (z2 的 内 部 (图 4)， 
这 个 区 域 中 所 有 点 (除去 如 轴 上 的 点 ) 都 是 伪 球 而 坐 慰 的 非 异 点 . 
长 度 元 的 半 方 @ 在 此 区 域 中 吧 形 式 
人 一 cp 一 p2[fex)2 + sh2xfaso) 引 . {12) 


不 难 在 久 的 外 部 也 引进 伪 球 面 华 标 , 它们 的 公式 是 


zZ0 一 ph x, 
wx! = Al x cos P,P>0. (13) 
22 一 peh x sin wp, 

这 个 情形 在 应 用 上 不 太 重 要. 
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3.1.。 证 明 伪 黎 坚 度量 的 类 型 不 依赖 于 坐标 的 选择 . 


§4. 欧 氏 空间 的 最 简单 的 变换 群 


1， 区 域 的 变换 群 

假设 在 ma 维 空间 中 有 两 个 区 域 : 区 域 [2,, 其 坐标 为 加 ,am 和 区 域 9., 举 标 
为 z1,… ,z*. 另外 假设 区 战 3 中 每 个 点 被 指定 了 区 域 23 中 一 个 对 应 的 点 , 使 x = 
Tl 如 果 从 标 可 以 反 过 来 通过 并 ,wr 表示 z1,.… ,z", 即 
2 给 出 了 从 区 域 2 到 区 域 2 的 -个 变 
接 , 当然 , 这 时 我 们 要 求 函 数 zi(z1,.…, ,z") 和 和 它们 的 及 函数 zfal, ,am) 是 光 洪 


的 了 是 雅 可 比 det [ 宇 2 和 (和 :JA 


下 果 区 域 人 与 由 相同 , 即 所 = 8, = 12, 则 称 给 出 了 区 域 8 的 一 个 恋 搞 , 因 
此 , 区 域 中 的 变 挽 就 是 在 此 区 域 中 | 进 了 新 坐标 , 使 得 此 新 坐 慰 在 此 区 域内 可 以 处 
处 通过 旧 坐 标 来 表达 , 反之 亦 然 : 


rls = il ,pe). 


加 和 想 : 一 下 , 称 一 个 元 素 的 集合 G 为 群 是 党 , 如 果 在 此 集合 中 有 两 个 运算 : 对 GG 
中 每 对 元 素 g,h 对 应 有 中 它们 的 积 goh; 对 G 中 每 个 元 素 g 对 应 有 GG 中 的 道 
9 世人 有 们 应 其 有 下列 性 质 : 

To 人 一 了 oji 

2) 存在 上 TecG 使 得 1og=poel=8 群 G 的 单位 元 ); 

3 gof9 一 1 

所 给 区 域 如 上 的 所 有 变换 构成 一 个 群 . 两 个 变换 的 积 定义 为 : 如 果 wp 为 变换 


下 一 了 ife (1) 
雪 为 变换 
= 2(2), (2) 
则 Ps 区 为 这 两 个 变换 的 复合 
T= vz). (3) 


对 于 道 变 换 gp 1 我 们 定义 为 : 
z= Zl) (4) 


$4， 欧 氏 室 间 的 最 简单 的 变换 群 ,19 ， 


{ 即 我 们 从 等 式 (1) 把 坐标 zi 反 过 来 通过 x1,… ,za 表 出 ). 恒 同 变换 


T= = {58) 
起 了 单位 元 1 的 作用 . 不 礁 验证 性 质 1),2),3). 
从 全 体 变换 形成 的 妖 G 中 我 们 可 以 进一步 选 出 … 些 对 几何 重要 的 子 群 . 假设 区 
域 2 中 有 某 个 度量 { 获 曼 的 或 仿 黎 闸 的 ), 它 在 坐标 21,.… ,zx 下 由 对 称 的 非 异 甜 阵 
9 二 gz 2 ) 表示 ,如果 给 定 变换 xz 二 zi(z1,… ,zm), 那么 在 坐标 z1,.…. ,2* 
下 这 个 矩阵 成 为 敌阵 96) 二 多 ,9), 妈 


， Or dr! 
9 Br Ok A (6) 


定义 4.1， 称 变换 x = zi(z',… ,z"*) 是 该 度量 上 的 一 个 运动 是 说 , 如 果 有 


giy(z1 2°) = GE ,T(z)). (7) 


内 此 , 度量 运动 就 是 保持 内 积 (gi;) 的 形式 不 变 . 成 立 下 面 简单 的 命题 ， 
引 理 4.1. 所 给 度量 下 的 所 有 运动 构成 - -个 履 . | 
事实 上 ,如果 变 换 yp 和 兴 保 持 度 量 形式 不 变 , 则 它们 的 复合 也 保持 了 度量 形式 ， 
道 变 换 yp-! 也 如 此 . 进 外 , 由 定义 知 恒 同 变换 保持 度量 形式 . 

称 这 个 群 为 该 度量 下 的 运动 群 . 

2 平面 的 变换 . 

3) 设 zz 是 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标 . 平 而 变换 群 的 最 简单 的 例子 是 平移 , 它 是 
把 整个 平面 沿 某 个 向 量 < = (£1,62) 移动 . 在 坐标 表示 下 这 个 平移 具 形 式 


zl 一 1 十 去 1， x2 一 x 十 £2, (8) 


两 个 按 向 量 £ 和 7 平移 的 积 


| + (él + n'), 2 = 二 (十) 


即 仍旧 是 一 个 按 向 量 £ 十 #9 的 平移 , 变换 (8) 的 道 变换 为 
zl! =2l—£, so=w £2. (9) 
这 也 是 按 向 量 -: 的 平移 . 恒 间 变换 是 按 零 向 量 的 平 称 . 因此 平面 中 的 平移 构成 了 
一 个 群 . 每 个 平移 对 应 了 平 而 中 一 个 向 量 &, 平移 的 乘积 对 应 于 向 量 的 和 , 平移 的 逆 
对 应 -&. 用 群 论 的 语言 表示 , 称 保持 群 运算 的 一 一 对 应 为 同 构 . 这 表明 所 有 平 而 的 
平移 同 构 于 于 面向 量 的 群 . 这 个 群 是 交换 的 ( 阿 贝 尔 的 ) 即 <++n 二 十 
名 我 们 常 涪 的 这 个 空间 的 运动 意味 着 保持 所 给 度量 不 变 , 即 保 距 变换 ， 
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b) 下 面 的 例子 是 平面 的 伸缩 { 或 相似 扩大 )， 它 一 般 说 来 并 不 是 运动 . 用 坐标 表 
示 , 伸缩 由 公式 
zl = Az!, 2 一 入 z2 (10) 
定义 , 其 中 A 为 任意 的 非 零 实数 . 任意 两 个 各 以 因子 和 和 售 拉 伸 的 伸缩 的 积 则 有 具 
有 形式 


x = A r= My (11) 
(10) 的 逆 仲 缩 为 ， 
2 = ， 2 二 (12) 


因此 平面 的 伸缩 构成 :个 群 ， 这 个 群 伍 是 阿 贝尔 的 ， 并 则 构 于 非 零 实数 在 乘积 下 
的 群 . 
c) 平移 舌 同 伸缩: 这 出 指 交 是 由 公式 


Tl = A A AO. (13) 


给 出 的 变换 . 如 果 x+ = pi 十 坟 ,2 = 2 十 形 是 另 一 个 这 种 变换 , 则 这 两 个 变换 的 
复合 具有 形式 

x! = MA + (EY + An!), 

7 = A + (B+ Xn). 
因此 , 第 一 个 变换 由 俩 对 (A,&) 定义 , 其 中 为 非 零 实数 ,< 为 平面 中 的 向 量 , 第 一 个 
变换 由 个 对 (x, 定义 , 而 它们 的 复合 (34,8) 0 (2,0) 为 个 对 (Xp,8 二 Xn). 如 果 我 们 将 
(13) 等 同 于 (3%, (其 中 和 为 非 堆 实数, 而 & 为 平面 的 向 量 ), 于 是 复合 (3,€6) o fp 信 
由 公式 


{14) 


(Xo (0) = CA € + Xn) (15) 


定义 , (A.8) 的 逆 变 换 可 写 为 上 -iX) 的 形式 ,因此 平移 和 伸缩 一 起 构成 了 一 个 


群 , 这 个 群 是 非 阿 贝尔 的 , 事实 上, 由 公式 (15) 得 出 复合 (um oOue) 等 于 


(HM) OA ED) = RN + pe) FA ,Eo (pn,). 


注 平面 的 平移 和 伸缩 构成 的 群 有 一 个 正规 子 群 ( 平 称 和 群 ) 和 .个 同 构 于 伸 绸 
群 的 商 群 . 公式 (15) 定义 了 平面 平移 群 和 非 崔 实数 乘法 和 群 的 半 瑶 积 , 后 者 是 由 伸缩 
构成 的 . 

d) 平面 的 线性 蛮 搁 . 这 个 变换 有 形式 


21 一 @zl + be? xr! a 让 z! 
。 ”或 = . 
7 一 ezl + dz2 者 2 ce a 22 16) 
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这 种 变换 由 矩阵 人 ?是 为 了 使 变换 (16) 可 道 , 即 要 从 等 式 (16) 中 能 用 zx!, x? 
表达 出 zl z?, 需要 行列 式 4 = ad 一 be 不 为 零 , 即 矩阵 (: 1 非 异 . 如 果 有 男 一 


个 非 异 矩阵 “ 和 


? 一 eg 十 bry?, (17) 

z= y+ dy 

对 应 的 线性 变换 , 那么 (116) 和 (17) 的 复合 有 形式 
£1 = (0a + bo)y! 二 fag F be )y?, 


(18) 
r= {ea’ + de yt + (eh! + dq )y?. 


eo 


性 变换 群 局 构 于 二 阶 非 异 先 阵 群 . 这 个 玫 也 息 非 阿 内 尔 的 
8) 仿 射 群 . 它 由 线性 变换 群 与 平移 组 合 而 成 . 这 个 群 的 信 个 变换 自 个 对 (4,£) 
决定 , 其 中 4 为 非 异 年 阵 , & 为 平 曾 向量 , 仿 射 变换 的 形式 为 


个 变换 也 是 线性 的 , 它 对 应 于 算 阵 “9 和 ( 朵 的 乘积 . 因此 , 平面 的 线 


了 1 一 可 3 + be? €), 
T2 = csl ds? + £2 或 者 z= As+6 (9) 
其 中 
A=ad—bc¥ 和 0. 
仿 射 群 中 的 乘法 规则 是 


(4,8) 0 (B,D = (4B,€ + Am. (20) 


仿 射 奉 是 二 阶 非 异 矩阵 群 和 平面 向 量 群 的 半 直 积 . 可 以 证 明 任 何 一 个 欧 氏 空间 的 运 
动 都 是 仿 射 变换 (参看 节 屁 的 习题 4. 2 

楼 次 在 平面 给 出 了 欧 氏 度量 , x1, s2 为 平面 上 的 欧 氏 坐 标 . 在 此 欧 氏 坐 标 下 年 
阵 Mii 具 形 式 


84 = iy: 


我 们 来 解释 己 些 仿 射 变换 {19) 是 欧 氏 度量 下 的 运动 . 在 坐标 (1, 2?) 下 度量 的 矩阵 
是 gj 其 中 


， Dr 有 ze Or 
9 — Ber dh BT 2 -> Bt O27 (21) 
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仿 射 变换 的 雅 可 比 先 阵 (条 与 算 阵 4 二 (° ') 相同 . 如 果 仿 射 变 换 (19) 


为 运动 , 则 gi = 站: 这 个 等 式 转换 为 三 个 方程 的 方程 组 


好 二 只 一 1， 乒 十 吧 一 0， 权 十 形 二 1 (22) 


或 者 写成 惩 阵 形 式 为 
ATA=1. 
这 表明 知 阵 4 为 正 交 . 
内 此 ,(19) 为 欧 氏 度 晤 下 的 运动 当 自 仅 当 算 阵 4 为 正 交 息 阵 . 方程 (22} 可 以 被 
显 式 地 解 出 . 因为 ++ 避 = 1 故 可 以 用 角 pn0seo < 27 表 出 , 合 a = cos ec 一 sin WD 
因而 


d=eos wb=—sin vw 战 d= -co0s w, b= sin wy. 
对 每 个 yw 我 们 得 到 两 个 正 交 簿 阵 类 型 


4 一 cog 台 Bi ”) | (23) 


一 Sin pw eos 的 


4 CO8 FP Sin yp 1 8 | (24) 
— 83it Bw Cos 六 0 一 1 


第 - :类 和 矩阵 给 由 了 整个 平面 以 角 yw 绕 丽 标 原点 的 旋转 ， 这 类 第 阵 的 行列 式 等 于 1. 
第 二 类 变换 化 为 两 个 灾 换 的 复合 : 以 角 ”进行 旋转 , 再 对 横 轴 反射 


,1l 3 
zz 二 YY 2 二 一 ¥y. 


这 时 惠 阵 4 的 行列 式 等 于 一 1, 第 一 种 类 型 是 个 第 阵 行列 式 为 +1 的 运动 , 它 构 成 了 
整个 运动 群 的 一 个 子 寿 . 这 样 的 运动 ( 即 无 反射 的 运动 ) 被 称 做 正常 运动 . 
引 理 4.2，a) 任意 :个 平面 的 正常 运动 是 绕 某 点 的 旋转 或 者 是 平移 . 
b) 任 一 个 形 如 z 一 4z 十 & 的 运动 , 其 中 矩阵 4 的 行列 式 为 _1, 是 对 某 条 
直线 的 反射 和 沿 着 此 反射 轴 半 称 的 复合 (或 称 滑 动 反射 ) 
证 明 设 运 动 为 


2 Asde A ( Cos ¥ sin ”)， (25) 
Bn ADS 入 

即 :一 4z+5 如 盯 yp 一 0, 则 =1, 从 而 得 到 平移 . 设 4 关 1. 我 们 来 找 出 这 个 运 

动 的 旋转 中 心 . 这 个 中 心 应 是 变换 (25) 的 不 动 点 , 即 点 z6 使 


20 一 4 如 十 后. (26) 
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出 (26) 得 到 
(1 — A)zo = &. {27) 


如 果 形 如 (25) 的 和牛 阵 4 不 为 1, 则 眠 阵 1- 4 必定 非 退 化 , 因此 由 等 式 (27) 唯一 地 
确定 了 旋转 中 心 mm. 断言 a) 得 证 . 
现在 考 碰 det 4 = -1. 的 平面 运动 群 . 当 绕 轴 的 旋转 使 得 (参看 公式 (24)) 


4- (| ")， (28) 
0 一 1 


印 4 为 对 机 加 反射 的 矩阵 . 变换 z 一 4z + 有 形式 
zl zl 十 去 1 
(一 (2 (29) 


， 1 
2 二 针 ， 2 二 护 十 了 (30) 


使 原来 的 坐标 改变 . 在 此 平移 后 我 们 的 运动 上 形式 


041] 1 i 
-0) 。 
这 是 一 个 洪 动 反射 . 在 特 义 情形 避 = 0 时 , 我 们 得 到 纯粹 的 反射 . 引 理 得 证 . 口 


因此 , 我 们 得 到 三 种 类 型 的 平面 运动 : 平移 , 旋转 和 滑动 反射 (特殊 情形 为 反射 ) 
8) 在 这 里 我 们 考虑 运动 和 伸缩 生成 的 群 . 我 们 要 弄 清 你 在 变换 


令 


rz 二 ABz+#&， 其 中 B81B-=1 {32) 
下 欧 氏 度量 发 生 了 什么 情况 这 时 的 对 可 比 短 阵 4 二 (区 的 形状 为 4 = A5, 其 
中 B 为 让 交 甜 阵 . 于 是 在 坐标 (2 22] 下 此 欧 氏 度量 的 形式 为 


8 一 Ag 一 A26:7. (33}) 


因此 , 在 这 些 变换 下 矩阵 9;; 都 被 乘 以 同一 个 数 ， 这样 的 仿 射 变换 被 称 做 共 形变 近 . 
我 们 要 型 清 仿 射 变换 (19) 中 哪些 是 共 形 的 . 像 前 面 那 样 进行 论证 , 我 们 得 到 矩阵 4 


是 共 形 的 条 件 
Ge 的-， o 


于 是 , 矩阵 B 一 4 为 正 交 , 这 样 , 共 形 子 群 由 形 如 


工 二 入 Bz++& {35) 
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的 仿 射 变换 组 成 , 其 中 B 为 正 交 和 矩阵 
假设 矩阵 B 的 行列 式 等 于 +1, 即 B 具有 形式 


CO8 ; sin 
B — 轩 - 
-Sn Cos 六 


引进 复 变 于 w= zl [5x2,w 一 wz 二 iz?, 于 是 由 等 式 (351 我 们 得 到 


w= {x +izg) = Acos Pp —isin p)(z! + iz2) + (£1 + £2), 

即 

怒 一 at 十 已， (36) 
这 里 的 复数 a 和 8 具 背 式 

= A it, 日 一 二 十 证 2. (37) 

公式 [37) 表明 正常 { 即 det B = 1) 的 平面 共 形 变换 就 是 复 平面 C = el 的 复线 性 


四 
v=2l+iz2 oO w= 7! is?2. 


假设 短 阵 B 的 行列 式 等 于 -1. 我 们 看 出 {参见 上 面 的 例题 ) 这 样 的 变换 是 由 旋转 再 
加 上 对 模 轴 的 反射 得 到 , 这 个 反射 为 


用 复 变 量 vy 和 必 此 变换 囊 以 表达 为 
w= = 2 — ls?. (38) 


因此 , 平面 上 欧 氏 度量 的 共 形 仿 射 变换 的 一 般 形式 为 


二 QV 十 8 或 出 =ai 十 5 (39) 
其 中 a 和 8 为 任意 复数 及 a 了 关 0. 如 果 |a| = 1, 变换 (39) 则 为 欧 氏 度量 下 的 运动 . 
如 果 a 为 实数 , 我 们 则 得 到 了 在 例 c) 中 分 析 过 的 平移 加 伸缩 的 变换 . 
3. 三 维 欧 氏 空间 的 运动 
像 在 二 维 情形 一 样 ， 三 维 欧 氏 空 间 的 运动 都 是 仿 射 变换 . 我 们 首先 考虑 作为 线 
性 变换 并 使 坐标 原点 保持 不 动 的 送 动 . 它 给 出 了 三 阶 条 阵 A = (5): 


T= Az, Yi=aizi. (40) 
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在 坐标 #1 2 3 让 度 枯 且 隐 氏 隐 , 即 go = -这 里 的 只 可比 全 作 《 3 ; ) 为 短 隆 
4. 于 是 在 党 标 2z1, z?, 23 下 度量 为 gi,, 其 中 


3 
94 一 at dpras 一 > agoy 
i=1 
如果 ij = iy, 即 变 换 (40) 是 个 运动 , 则 有 
3 
age 一 和) (41) 
k=1 
等 式 (41) 表示 : 如 果 基 问 量 el = (1,0,0),ez = (0,1,0),es = (0,0,1) 相互 正 交 , 如 


(ese 二 6;, 则 向 贡 Ae; = ake; 也 正 变 . 
等 式 {4 机) 的 簿 阵 写法 为 


4 4 一 1 (42) 
故而 , 矩阵 4 为 止 交 . 因为 detAT = det 4, 故 算 阵 4 的 行列 式 等 于 土 1: 
det4 = 土 1. (43) 
止 交 矩阵 的 群 与 保持 形式 (zl2 十 [x2 十 (x3)2 不 变 的 变换 群 相同 , 即 是 这 样 的 扬 阵 
44 恒 得 
(r,t) = (Az, AxY. (44) 
在 这 些 条 件 下 有 
引 理 4.3. 变换 4 有 椒 变 的 直线 , 它 在 4 下 或 者 完全 不 动 战 者 是 反射 变换 . 
证 明 设 w 为 此 直线 的 定向 向 量 , 于 是 我 们 有 


Av = AD {45) 


其 中 为 实数 . 于 是 " 是 具 特 征 值 和 的 特征 向 量 . 这 里 的 和 是 矩阵 4 的 特征 多 项 
式 的 根 : 


det(A — A-.1}=0. (46) 


方程 (46) 关于 和 是 三 次 的 , 并 具有 实 系 数 . 内 此 它 至 少 有 一 个 实 很 %0. 根 Xo 对 应 
于 至 少 -…- 个 特征 向 所 wo. 于 是 


(wo, 0) = {Avo, Avo) = {0, vo). 


由 此 知 Xo = 士 1. 引 理 得 证 . 口 
谨 向 量 w 垂直 于 特征 向 量 vo ; {ww, Wo) 二 0. 于 是 向 量 4 也 垂直 于 wo: 


(vo; Aw) = (Avo, da = 士 funoyany = 0. {47) 
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结论 竺 直 于 向 量 wo 并 通过 胖 标 原点 的 平面 在 变 摘 4 下 不 变 . 
在 空间 中 选取 欧 氏 坐标 zl1z2, aa 使 得 23 顺 着 向 量 wo 方向 . 于 是 在 此 坐标 下 4 
有 形式 


a 十 0 
=|c a 0 |. (48) 
D J 十 


由 等 式 (42) 得 出 矩阵 ( ') 为 正 交 . 因而 它 具有 形式 


( 1 ( eos ¥ din “ 或 ( os Pp sin ?) | (40) 
td —B Pp CO8 Pp 一 Sin ww —cogw 
十 是 按照 xo 和 ad 一 上 的 符号 我 们 有 下 列 的 运动 类 型 . 

al 绕 菜 条 轴 的 旋转 . 以 x3 缸 为 旋转 轴 , 这 样 的 运动 的 矩阵 有 形式 


cos sn 0 . 
及 一 | 一 si PP coow 0O|, dot A= Mad— be)=1, {50) 
0 0 1 


在 0 二 一 训 ad 一 be = 一 1 的 情形 , 我 们 可 以 选取 坐标 x1,z?, 使 得 垂 阵 ( ;) 
[各 


d 
， | 0 1 0 0 

取 形 式 ( | 一 ( 小 这 时 4=|0 -1 0 | 为 绕 < 轴 旋转 了 角 7. 
0 0 -1 


b) 反射 旋转 . 这 个 变换 由 两 个 相继 的 变换 产生 : 绕 某 铀 的 旋转 和 对 平面 的 反射 ， 
其 中 的 平面 重 青 于 这 条 轴 . 这 时 算 阵 化 为 


Cos 的 Sm 的 0 
A= | 一 sinp cosw 0 |, det 4=—1. (51) 
0 0 一 1 


我 们 看 到 , 如 果 det 4 = +1 则 对 应 的 正 交 变换 总 是 绕 此 条 轴 的 旋转 . 正 交 矩阵 
4 生成 一 个 群 , 以 CI3) 表示 . 具 行 列 式 +1 的 止 交 和 矩阵 生成 0(3) 的 了 群 , 记 其 为 
5O(3),50(3) 中 每 个 纸 阵 至 少 有 一 个 特征 倩 1. 由 于 已 进行 的 讨论 , SOf3) 由 经 过 从 
标 原 点 的 所 有 可 能 的 直线 为 轴 的 旋转 组 成 . 

现在 我 们 来 分 析 三 维 空间 的 任意 运动 . 如 已 经 注意 到 的 著 习 ,这些 运动 是 仿 射 


zm Ag + €. : (52) 


§$4. 欧 氏 空间 的 最 简单 的 变 搁 群 .27 ， 


完全 像 半 面 的 情形 - 样 , 我 们 确定 托 阵 4 是 正 交 的 ， 作 到 坐标 原点 的 平移 . 设 s = 
y+ np. 十 是 在 平移 后 , 这 个 运动 可 写 为 


ym Ay+t+ (A— 1)y+é. (53) 


假设 4 具 撒 式 (51), 即 给 出 了 反射 旋转 ， 和 矩阵 4 - 1 于 是 非 异 . 可 以 找到 向 量 yo， 
使 得 


(4 w= de (54) 
这 时 在 坐标 y 下 变换 就 是 反射 旋转 : 


cog wm sinw 0 
Ym Ay = -sn csw 0 |. (55) 
0 0 一 ] 


现 假 汕 年 陡 4 对 1 具有 (501 的 撒 式 , 它 给 出 对 某 条 轴 的 旋转 . 这 时 矩阵 4 -- 1 退化 ， 
关于 yo 的 方程 {54) 写成 


(1 -cos wy) — sin Py 一 各 
一 4 二 全 6in p+ (I eos pe = £2, (56) 
0= 6 


如 果 恕 关 0, 此 方 鹅 组 无 解 . 介 从 前 两 个 为 程 可 以 唯一 地 解 员 j 和 妮 (如果 产 0, 


形式 
co5 pH sihw 0 
yr Ay+t (DDE), A=|[| -snp cowm 01|, (57) 
0 0 1 
其 中 了 = (0,0,84) 指 生 4 的 旋转 轴 , 4An = nm. 因此 , 这 个 运动 是 螺旋 的 . 
结论 三 维 空间 的 正常 运动 (det 4 = +1) 是 螺旋 运动 [特别 地 ， 是 平移 和 
旋转 .) 
螺旋 旋转 加 上 滑动 反射 得 出 整个 运动 群 . 
4. 变换 群 的 其 他 例子 
a) 控 第 3 小 节 的 分 析 方 法 , 我 们 考察 n 维 欧 氏 空 间 的 保持 傅 标 原点 不 动 的 运动 
群 , 以 O(n) 记 此 群 .O(n) 中 每 个 元 由 1 阶 正 交 钴 阵 4 给 出 : 


T= Az， 4! 有 4 二 1， detA 二 土 ]. (58) 


形 如 (58) 且 det 4 = 1 的 变换 构成 子 群 SO(n) < O(n). 这 个 群 也 被 称 做 n 维 旋转 
样 . 然而 这 样 的 命名 是 有 条 件 的 , 因为 当 n33 时 的 m 维 旋 转 - - 般 说 来 并 不 是 平面 的 
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群 SO(n) 是 连通 的 ， 鞭 意义 如 下 ; 如 果 4o 和 A 为 任意 两 个 旋转 , Ao, 41 € 
SOtn), 则 在 SO) 中 存在 一 条 曲线 4 区 ,0stS&1 ( 即 具 行列 式 为 1 的 正 交 矩阵 的 连 
续 族 ), 使 得 4(0) = Ao, A(1) = A1. 

只 和 罕 半 A 为 单位 矩阵 1 s 5O(n) 证 明 此 断言 . 由 线性 代数 知道 , 任意 正 交 年 阵 
{ 在 这 里 是 41) 可 以 化 为 分 抉 和 矩阵 


D . (59) 
土 
0 + 
其 中 第 i 块 有 具 形式 
= ( C08 ps sin “| ， Ogpi < 27， (60) 
一 Sin Pi cos wi 


{在 前 小节 中 对 n = 2,3 的 情形 得 到 过 这 种 约 化 形式 )， 

考虑 答 阵 族 A(t), 在 每 个 据 (60) 中 将 第 oi 换 为 tws， 当 t = 1 时 我 们 有 短 阵 
41; 而 当 =0 时 得 到 对 角 线 为 上 1 的 矩阵 . 因为 det 4 = 1 于 是 -1 的 个 数 为 偶数 . 
重新 安排 坐标 , 将 此 甜 阵 化 为 下 面 形 状 . 


(0) = ， (61) 


其 中 每 -- 块 有 形状 : 


—1l 0 
口 一 1 站 (62) 


这 样 的 矩 孟 可 以 经 曲线 与 单位 矩阵 联结 : 将 每 块 (62) 替换 为 


cos tt sint 63 
sinf costl. (63) 


8$4， 欧 氏 空 间 的 最 简单 的 变换 群 ,29 ， 


在 +==7 我 们 得 到 初始 的 矩阵 , t = 0 时 为 单位 证 阵 . 

显然 , 群 O(n) 不 连通 : 如 果 矩 阵 4o 利 di 各 有 det 4 = 1,det A1 = 一 1, 则 这 
些 年 阵 不 可 能 以 曲线 相连 接 . 事实 上 , 如 果 存 在 这 样 的 曲线 , 如 det 4 的 是 二 的 连续 
消 数 , 但 det An = det 4f0 二 1 而 det 4{1) = 一 1. 

b) 吉利 略 群 . 经 典 力学 中 著名 的 便利 咯 相对 性 原理 的 论断 是 : 如 果 一 个 固定 的 
参照 系 (zl z32,73) 性 换 到 其 他 任意 的 参照 系 (2 22.23)， 而 后 者 相对 于 第 一 个 系 
统 作 勺 速 的 直线 运动 , 则 所 有 经 典 力 学 的 规律 均 保 持 其 自身 形式 不 变 . 这 就 是 说 , 经 
上 典 力 学 的 规律 相对 于 颁 利 略 变 换 


(64) 


不 变 , 这 里 的 为 相对 于 同 定 系统 的 该 系统 的 运动 速度 (图 国 8 系统 (a1 2.e0) 加 忆 
习 . 称 由 从 国定 系统 的 变换 (64) 得 到 的 参照 系 为 惯性 参照 ”不 动 系统 Ca i 
系 . 我 们 作 一 个 重要 的 评注 : 在 经 典 力 学 中 , 时 间 t (连同 它 ” 常 速 。 洁 第 -条 轴 运 动 
的 陈 载 空间 及”) 具有 绝对 的 属性 , 就 是 说 , 两 个 事件 4 和 和 上 B 

之 问 的 时 间 交 隔 量 At 不 依赖 村 这 个 间隔 是 在 哪个 展 性 参 

赂 系统 中 度量 的 , 换 杀 话说, 时 间 的 流动 对 整个 宇宙 是 同 -的 ; 在 空间 的 每 点 上 都 让 
着 同步 的 时 钟 . 从 纯 几 何 的 观点 看 , 伽利略 变换 只 不 过 是 从 一 个 坐标 系 全 zl,z2,a3] 
到 另 一 个 (5 zz, xz) 转移 的 公式 , 其 中 上 = #. 保持 经 典 力学 规律 不 变 的 伽利略 
群 得 出 的 一 般 变换 形式 为 


# 二 
T= ATzo — vt, (65) 
其 中 4 为 旋转 矩阵 . 
定义 4.2. 称 形 如 (65) 的 变换 群 为 徊 利 略 群 , 
力学 中 产 牛 的 不 太 显 然 的 变换 寿 的 例子 是 
二 一 3 
于 一 OT: = 《66) 


变换 群 (66) 与 开 普 勒 第 三 定律 相关 , 这 个 定律 说 , 行星 运转 的 周期 的 平方 正比 于 与 
太阳 距离 的 立方 (在 近日 点 ) 事实 上 , 开 普 勤 第 二 定律 是 由 这 样 的 力学 系统 得 出 的 ， 
即 员 势能 yp = 常数 jr 的 牛顿 引力 场 中 的 质点 运动 , 它 关 于 变换 (66) 不 恋 : 这 些 变 
换 把 运动 轨道 转换 为 运动 办 道 . 
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习题 

4.1， 没 Q(z7) = bayzrizi( 其 中 b = 604) 为 二 次 型 .B(z,9) = byziP 为 相应 的 双 
线性 形式 . 证 明 线性 伙 换 4 保持 双 线 性 形式 B(4z, Ay) = B(x,y) 当 且 仅 当 它 保持 
二 次 型 不 灾 :@(L4z) = Q(z) (向量 和 任意). 

4.2.， 证 有明 欧 氏 空间 的 任意 运动 是 仿 射 变换 . 

4.3. 7 维 攀 氏 空间 中 的 仿 射 群 同 构 于 形 如 


4 上 
D0 1 
的 n+ 1 阶 年 阵 的 群 , 其 中 4 为 非 异 n xn 短 阵 ,为 n 维 列 向 旺 . 
4.4.， 求 伽利略 群 的 矩阵 表示 . 


85.， 弗 某 纳 公式 


1. 平面 曲线 

考虑 一 个 欧 氏 平面 , 其 欧 儿 里 得 坐标 为 x,w, 单位 基 向 量 为 c1,ez. 任意 点 的 
坐标 (zx,y) 表示 了 径 向 向 量 > = zel 十 yez, 它 是 由 坐标 原点 0 到 点 的 向 量 . 向 量 
r 的 长 由 公式 


P= Vm = VT 名 
给 出 . 假设 有 光滑 曲线 
"=r zt), y=yt), (2) 
这 里 的 曲线 上 点 的 么 向 向 量 为 zl)es + y(tjes. 此 曲线 的 长 为 
五 b 
‘=f Vero fa (3) 
其 中 冯 一 至 电 - 开 :这 里 的 长 大 向 分 为 中 let | = Vi 人 9 al +ges 是 如 


度 向 量 , 我 们 记 vw = 宁 ， 亚 式 地 以 + 为 下 标 , 表示 是 参照 于 参数 ;i 的 速度 向 量 . 用 自 
然 参 数 即 长 度 i 来 考虑 遇 线 常常 是 方便 的 (参看 办 .1): 


T= 2 y= vy). (4) 

于 是 == v1 = 字 GE1 -| Yo,, jul = 1. 如 果 在 有 曲线 上 给 出 了 任意 的 参数 4,x = z(ty,y = 

y( 如 , 我 们 则 有 关系 df = Vy 总 十 如 民 . 有 两 个 起 重要 作用 的 向 最: 速度 和 加 下 度 向 量 
| dr dr " 


x 一 14， A 一 Ht. (5) 


85， 弗 蒸 纳 公式 .31. 


如 果 是 自然 参数 + 一 1 则 |w| = 1, 我 们 有 下 而 简单 而 常常 有 用 的 引 理 ， 
引 理 5.1.， 如 果 已 知 依 赖 于 时 间 的 向 量 ， = ?的 , 卫 jw| = 1, 划 向 量 w 入 
证 明 因为 = vwlel 十 vez 卫 | = (012 十 102], 吉 


a 。 。 : . 
二 二 


= 2 =. 
a 0 


因此 tw, 吉 = 0. 引 理 证 完 . 口 
注 如 果 有 任意 槛 个 向 量 mw 的 和 rw(8), 则 在 欧 氏 几 和 何 中 成 立 So) 一 人 ,4 十 
《1 
把 我 们 的 引 理 用 于 有 具 自然 参数 ! = + 的 最 线 > = rf = zel 十 yltjez, 并 设 
5 = 休 ， 则 得 到 
推论 在 自然 参数 下 速度 w(b) 与 如 速度 w(t) = 呆 相互 重 直 
定义 5.1. 称 加 速度 的 什 = ju 人 | 为 曲线 r(#) 的 草率 , 其 中 t = i 为 自然 参 
数 . 称 训 = 二 为 党 向 曲率 , 其 中 的 符号 与 向 显 v 和 ww 的 坐标 构成 的 行列 式 的 
符号 【 即 标 棵 (o,w) 的 定向 的 符号 ) 一 致 . 


结论 | gp 
责 = 和 如 = 三 ， (9) 
其 中 半 为 田 线 的 单位 法 向 量 : 
0 1 dr ds 
二 Fai = ( 军 。 十 es) - (7) 


| dz 2 dy 2 
作 完 ) +( 医 ) 
称 数 1/k 次 曲率 半径 R. 
是 否 这 个 曲率 概念 与 我 们 的 直观 观念 一 狼 ? 曲率 有 如 下 性 质 : 
1) 直线 的 曲率 为 零 . 
证 明 没 z= zo+al,y= gn 十 及 (直线 ). 取 的 是 自然 参数 1, 就 是 说 


2 2 
二 b= ( 委 ) | (和 多) 一 | = 1. 
ar 


因此 w= 天 0, 从 而 让 二 0, R= o0. 口 


2) 半径 为 忆 的 贺 的 曲 府 为 常数 下 -上 


证 明 设 
二 ro Reos < yy 二 Rsi : 
“二 - 去 几 yy 二 Yo fal 互 
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其 中 RR 为 常数 . 于 是 
dr cosR) dy 四 sin(/R) 


dl2 BR’: a RR 
- 1 
而 aw| = 工 一 天 口 
从 而 | 四 | R=* 


定理 5.1。 如 果 以 自然 参数 [| 表示 的 曲线 + = 的 的 曲 府 处 处 不 为 零 . 则 成 立 
弗 莱 纳 公式 ; 


du 
7 ww 一 Kn, 
dn 


ul 


(8) 
一 ht, 


其 中 n= 为 单位 法 向 最 . 
证 明 由 于 ? 为 单位 法 向 量 且 % 与 w 重 上 应 , 我们 有 


al) 人 字 ) 二 0 (3 引 | 理 5.1) 


b) 和 二 ow (因为 mL ,且说 的 维 数 为 2). 
因为 | 中 三 1 于 是 |a| = .0 等 于 什么? 由 于 (onm) = 0, 我 们 有 


过 du dn 
0 = 再 一 en 十 Li. 一 天 十 全 人 1 


因此 a = 一 &. 定理 得 证 . 

注 如 果 曲 线 的 曲率 在 曲线 的 某 点 .上 为 零 , 那么 可 以 在 这 点 定义 曲线 的 法 向 量 
;使 nn 虐 vw 并 使 标 沫 (v,n) 为 正定 向 . 这 时 把 皮 换 做 定向 曲率 名 则 弗 莱 纳 公 式 (8) 
仍然 成 立 (请 验证 1). 


弗 莱 纳 公式 的 几何 意义 是 什么 ? 由 于 旦 = kn = -ku, 昌 (om 为 单位 法 正 
交 标 架 , 于 是 
如 十 六 二 名 十 (AD + OAF2) =w+ 此 [AAA 站 mm 十 人 (人 1 [9) 


于 十 生产 三 于 二 (AD 宁 二 OAP)] = no EADv + OMY. 


令 RAPD = AAp. 于 是 
cos(Ae] = 1+ OAp2)， 


sin(Ap) = Ap + OAg?), (10) 


新 ， 菏 芋 纳 公式 “533: 


从 而 我 们 可 以 写成 
Av cos(AP)v + HnAP)n, 
nT An — sintAp) + cos(Ay nN, 
就 是 谤 , 出 标 拱 fm) 天 标 架 (wm 十 Aw,nr 十 An 的 改变 是 弯曲 了 一 个 小 的 角 Awp = KAI 
因此 , 弗 莱 纳 公 式 撒 述 了 在 从 点 ! 到 邻近 点 1+ AI 转移 时 标 架 (wn) 的 硒 曲 , 它 
精确 到 一 个 一 阶 的 小 量 , 常 以 公式 


(11) 


下 = 至 (12) 


表示 , 其 中 史 为 向 量 v( 或 m 在 沿 曲线 运动 时 的 旋转 角 . 
项 在 提出 -个 自然 的 问题 如 果 和 参数 + 不 是 自然 的 ,那么 怎样 计算 平面 曲线 
r= (x( 如 ,y(t)) 的 昌 率 ? 
此 时 wi = (2 及 ,| 如 | 天 1 因此 向 量 种 吉 = 必 (速度 和 加 速 典 ) 不 汇丰 . 
设 上 =E 的 一 Elel 二 经 ea 为 任意 向 中. 对 我 们 的 曲线 而 言 有 


到 二 | 加 | 本 = 人 (13) 


对 于 任意 向 量 上 四 我 们 有 


de 1 矣 下 下 
dud dtal (14) 


其 中 jel = 由, 而 速度 足 按 参 数 # 沿 曲线 运动 确定 的 
设 9 的 = ,的 = 全 ,9 人 9 为 单位 切 向 量 (如 果 为 自然 参数 , 则 等 于 速度 向 其 由 
Pr 


Hel 
Ee 于 
dl 区 (总 ) (15) 


出 山 率 的 定义 , 我 位 
(在 自然 参数 下 , 加 速度 的 长 等 于 曲率 ). 由 公式 (14) 得 出 


a ( 1 ) 1 本 ( Em ) 1 (分 vs dwr| 1 本 下 dr|2 
一 -~ 一 二 一 一 rr 
oq [ur| [us| ot | 加 | [vel2 dt [vz| at | 位 | 2|7|2 at ” 


其 中 hv| = [|. 故而 我 们 得 到 (假定 |#| 0) 


R= 


好 7 
| 


dr I _ 1 他 ,让 Ss 
07 和 a (二 ) | ( 加 加 *) + {16) 
.由 此 对 村 曲率 有 2 
=| 宴 |= 敲 p- 作 9 0 
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dr a th 


其 中 二 元 工人 
| 


向 县 wi 一 95 的 分 昌 有 形式 


1 /十 次 1 7 这 土 瑚 
mn (8) 
Cr 
lu = A = TT (19) 


因此 , 我 们 证 明了 关于 曲率 的 重要 公式 . 
定理 5.2.， 对 有 曲线 了 = zf 的 ,= w(t) 在 任意 选取 的 参数 t+ 下 有 公式 


d2r 


| 总 一 弦 | 
2 
2 (20) 


(32 十 了 2)872， 


其 中 假定 六 十 如 二 | 关 0. 
注意 , 分 子 是 矩阵 ( 和 行列 式 的 绝对 什 . 
TT 


.2. 空间 曲线 . 曲率 和 拨 津 
用 三 绯 空 间 中 的 欧 氏 举 标 给 出 的 任意 曲线 x = Ty = ys = 2 r= 
r{t] 有 
d= [rdt = [wldt = Vi? + + zdt. (21) 


为 了 基本 定义 的 简明 起 见 , 我 们 就 像 在 平面 曲线 的 情形 那样 ， 首先 只 考虑 自然 参数 
br =r = zy = VD, = 2 VE v= el + Yes + ties 二 二 = 
5el + Bea + jes (这 里 的 “>” 表示 对 1 的 导数 , 因为 1 二). 像 在 平面 的 情形 , 我 们 引进 

定义 5.2.。 称 相 对 于 参数 1 的 加 速度 的 绝对 值 为 空间 有 昌 线 的 曲率 := wy| = | 天 

称 曲率 的 倒数 R= k-! 为 曲率 半径 . 

我 们 由 引 理 5.1 知道 , 速度 和 加 速度 向 量 相互 正 交 :w 上 ww, 这 是 因为 |w| = 1. 
但 是 在 一 维 情形 , 向 量 vw 和 wi 即便 wr 关 0 也 不 够 用 来 构成 空间 的 一 个 完全 的 标 哥 . 
从 直观 上 很 显然 , 在 三 维 空间 中 仪 一 个 曲率 是 不 是 以 表示 出 曲线 的 几何 性 质 的 特性 
的 . 例如 , 绕 在 图 柱 上 的 曲线 ( 癌 螺 旋 线 ) 表示 为 


T= Reost, y= Rsint, z=t. 


除去 曲率 外 它 还 癌 第 三 维 方向 扫 转 (图 的 . 第 三 个 基 向 量 可 取 为 阜 直 于 w 和 心 ， 


8$5， 弗 莱 纳 公式 35 ， 


回忆 在 线性 代数 中 ,二 维 欧 氏 空间 有 重 齐 的 向 量 刁 积 的 运算 . 
让 果 &,5 为 三 维 空间 中 的 向 量 ， 


€ = Fig n= es 022) 


其 中 ei 为 单位 基 向 虽 (es 上 eeil 一 1), 则 我 们 可 以 构造 向 量 
了 一 区 . 诈 , 一 iey, 其 中 中 1 £2 人 ES3712 72 一 £3 1 él 4 一 


1 3 
外 太一 6 中 换 各 话说 , 二 Y* 等 二 矩阵 (5 < 本 的 分 部 行列 
7 


式 , 即 由 去 掉 第 i 列 后 构成 的 矩阵 行 询 式 . 我 们 看 出 


,9 = [nd {i+ £2,9) = [én + [é2, (23) 
[38,9] = ALE, 


还 成 立夏 可 比 恒等式 
ig; 0] + [£19 + [fs 4],€) = 0. (24) 


另外 : 由 解 术 几何 知道 向 星 积 的 性 质 :车 , 相 指向 向 量 &,w 张 成 平面 的 竺 直 方向, 斯 与 
向 量 X + Ar 垂直 , 而 且 其 长 度 等 于 


[Eg,7| = Ellnl sin wy, 


其 中 yw 为 与 # 间 的 夹 角 ， 
ODS2 i 村 
2 
注 如 果 85 和 ?在 平面 (z, 切 站, 则 它们 的 向 量 积 正 交 于 这 个 平面 ( 即 指向 z 
轴 ), 量 [8 = 全 天 一 弛 0)es. 于 是 医 度 | 可 等 于 | 一 PE 一 全 lsin e， 
在 上 “小 节 中 所 得 到 的 表示 平面 向 线 曲率 的 公式 {20) 韦 在 可 以 重 写 为 
一 六 | | 记 汰 | 
{ 生 干部 3 FE ， 


(25) 


{26) 


它 对 任意 参数 + 成 立 . 

因此 , 平面 曲线 曲率 的 :一般 公 式 可 以 通过 向 曙 积 f, 装 的 长 来 表示 这 个 曲率 . 因 
为 曲率 与 按 弗 菜 纳 公式 的 标 保 (w,n) 旋转 相关 联 , 于 是 标 架 (vw,n) 的 线 不 交 于 平面 
(zw,9) 的 轴 旋 转 的 钊 速度 向 量 自然 地 与 曲率 相关 . 让 我们 同 到 空间 曲线 x = 7(D),r 一 
他 罗 直 人 =30z=20 的 情形 . 对 于 它 ， 


dr dr 
v= oo, wt) = re 


(27) 
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我 们 假定 lw| 闫 0 和 ul 对 0 ( 称 这 样 的 点 为 曲线 的 非 异 志 )， 假 设 lv| = 1; 于 是 
fv) 二 0, 即 wv 考 虚 则 量 b= [nl, 其 起 半 = pt 称 向 芷 n 为 曲线 的 主 法 线 ， 
向 量 为 次 法 线 , 我 们 看 到 lB = lull lsin gw = 1,8 工 v,b 上 nm. 我 们 在 ww 对 0 的 曲线 
的 点 ( 非 异 点 ) 上 得 到 了 法 正 交 标 黑 (um 站- 

如 同 内 积 情形 那样 , 我 们 要 用 刘 下 身 的 论断 : 

引 理 5.2， 设 在 二 维 空 | 本 人 有 两 个 向 #0 和 ,0 如, 则 成 立 莱 布 尼 餐 公式 


SEE 可 = | 各 ,中 + 上 s 凶 |. Ca) 


击 对 乘积 函数 微分 的 莱 布 尼 蔬 公式, 即 (jg) = fg 土语 可 立即 得 到 它 . 应 该 留 
意 公式 (28) 右 端 中 各 乘积 因子 的 次 序 . 
定理 5.3， 对 任意 空间 曲线 r = xr(D), 其 中 |! 为 自然 参数 , 成立 下 面 的 弗 全 纳 


公式 


A 

一 

dr 

页 一 一 由 kv, (29) 
dB_ 

三 = KR 


文 里 的 第 一 个 等 式 百 接 定 义 了 数 如 而 四 = 雹 . 称 
不 坚 为 赴 )， 
在 平 而 情形 6= 常 向 其, 从 而 || = 到- _ 


转 问 对 空间 曲线 的 弗 业 纳 公 式 的 证 明 ， 首先 推导 公式 5 一 一 Ain, 关 为 b= fv,nl， 

礁 由 引 理 5.2 [on] = 二 56= 记 十 [w 守 由 = 二 1 和 ml = 1 则 用 Ln 

者 立 = RN 站 = am + Bb, 其 中 a 和 8 为 某 些 未 知 的 常数 . 因 n,n] = 0 中 一 页 
Gn] =0, 且 fe, 和 = B25] = 一 8n, 所 以 

db dad 

ie 


为 裤 闻 晶 线 的 找 府 [ 它 


Vn) = Hn 一 gn, (30) 


其 中 上 由 此 等 式 决 定 , 
因此 ,了 = sin, 现 计 算 六 由 于 二 和 由 可 , 故 


与 也 |] = 0) b= nb kv. 
定理 得 证 . 
弗 莱 纳 会 式 可 以 重 写 为 在 标 架 (v,n, 昌 下 的 矩阵 形式 . 记 v= El1:N = E02, = £3, 
我 们 有 des 


= (f= 1,2,3), (31) 


滤 阵 B = ( 太 ) 具 形 式 


65， 弗 莱 纳 公式 


0 kx 0 
B= | -Ek 0 —x 
D & 0 


(32) 


城 后 应 该 注意 到 曲率 和 挠 率 是 欧 氏 空间 中 曲线 的 几何 不 变 基 的 -个 完全 的 集合 . 


更 准确 地 说 : 


1) 如 果 已 知 平面 曲线 的 痛 数 关系 让 = 8 则 可 以 准确 到 相差 -一 个 平面 运动 的 


i 


汇 赎 内 唯一 地 重新 恢复 此 曲线 . 称 方程 R= RN 为 曲线 的 自然 方程 . 


的 范围 内 重新 恢复 此 曲线 . 称 这 .对 方程 为 空间 章 线 的 自然 方程. 
对 这 两 个 定理 的 证 明 可 参看 IT.K. 拉 售 夫 斯 基 的 书 [al. 


3. 依赖 于 参数 的 正 交 变换 
设 4 = (有 了 = 1 ,nn 为 正安 系 阵 (参看 84), 即 


Th 
4T4= 1 人心 DY iyair = djk, 
?+ 二 ] 


其 中 每 个 wy 都 是 参数 i 的 沙 数 . 又 假设 aij(0) = 6;;, 四 4(0) = 1 我 们 有 


引 理 5.3. 如 果 4(0) = 1, 则 和 扼 阵 B = 2 为 反 称 和 矩阵 . 
t=0 


Ar 
证 明 对 (33) 式 两 端 作 关 于 + 的 微分 得 到 


| Tr . 
0 = pr 一 Yiiyaig + Qi 


i=1 


现 令 + 二 0, 因为 a {0) 一 人 疏 我 们 得 到 


站 一 > (didik + 由 fear) = by; + byk, 


ié=1 


这 就 是 我 们 要 证 的 . 
由 此 引 理 可 以 立即 得 到 弗 荣 纳 公式 的 新 证 明 ， 设 ef = vw(D),ez(i) 


2) 如 果 已 知 空 间 曲 线 的 函数 玫 = OA = kf 则 可 以 准确 到 一 个 全 空间 运动 


口 
全 nl), 


es = 80) 为 依赖 于 自然 参数 ! 的 空间 曲线 上 的 标 架 ， 于 荐 从 e1(D),ez(D,es(D) 经 
正 变 变 换 得 到 标 架 eli 十 AD), ez + AD, eall + AD), 这 是 因为 这 两 个 标 保 都 是 正 


交 的 
el + AD = Danll, ADesll) (= 1,2,3), 


j=1 
3 


Dy {， 全 站 9 站 全 宝生 一 总 


2 二 1 


(34) 
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对 等 式 (34) 作 关上 Ai 的 微分 并 令 Ai = 0. 我 们 得 到 


3 
GD) = > bises(d), (35) 
j=1 
其 中 矩阵 (5;;) 由 引 理 5.3 知 为 反 称 的 . 因此 和 矩 际 B= (bij) 有 形式 
D0 blz bis 
B= | —h» 0 bzs 1 bi; — —byi. (36) 
一 广 3 一 pas 0 
按 定义 1 4 
el 二 kr = Kez, 


因此 Fiz = ,5s 一 0. 这 表明 bo 一 一,by1 二 0, 从 而 矩阵 B 具有 如 下 形式 : 


D 大 0 
B= 一 天 0 一 bsz 
D bs2 0 


记 5; = B32; 我 们 全 得 到 了 旨 葬 纳 公 式 {29)( 其 矩阵 形式 (31),(32)). 
- 对 于 平面 情形 证 明 可 类比 地 进行 . 


习题 


5.1. 对 于 贬 旋 线 " = (ucos tasin t+, 夺 ),a > 0,b 关 0, 米 弗 莱 纳 标 架 , 曲 深 和 
5.2.。 求 下 面 曲 线 的 晶 率 和 挠 率 : 

a r=et(sin tceos t,1); 

br=atcht,sh t,t). 

5.3. 设 椭圆 的 半 轴 等 于 a 和 和 5, 求 在 其 顶点 处 的 曲率 . 

5.4， 求 丫 列 曲 线 的 曲率 和 找 率 : 

a} r= (v3/2,2 — tt); 

Pb 7 = {3t -#38,3t+ #3). 

5.5. 证 明 : 如 果 曲 线 的 曲率 RD 三 0, 则 此 曲线 为 库 线 . 

5-6。 证 明 : 如 果 曲 线 的 找 亨 «(1) = 0, 则 此 曲线 在 平面 中 , 求 此 平面 的 方程 . 
5.7. 描述 具 育 常 曲率 和 常 挠 率 的 曲线 类 :zO = 常数 clD) = 常数 . 

5.8. 描述 有 其 常 挠 率 的 曲线 类 :kc(1) = 常数 . 

5.9， 证 明 : 曲线 ” = 的 为 平面 的 当 且 仅 当 混 合 积 (六 他) 三 他, 六 ] 二 0. 
5.10， 设 5 为 平面 曲线 与 一 条 (平行 十 切线 的 } 和 切线 路 离 汶 2 的 割 线 之 间 的 


85， 弗 莱 纳 公式 ' 39. 


面积 . 用 曲线 的 曲率 表示 出 lim 立 


五 一 上 hs 


5.11， 证 明 : 对 于 光滑 的 闭 有 昌 线 如: = 0) 有 
/ (rk ibdl=0 
5.12.。 证 明 : 弗 莱 钠 公 式 可 以 表示 为 
t= [6,0),t = [Gb = ,0]. 


求 向 量 c( 达 布 辣 异 ). 

5.13， 解 方程 > = |]w,7j,w = 常数 . 

5.14， 证 骨 : 曲线 r(1) 的 曲 罕 和 挠 率 成 比例 : 天 = ec 做 关 0i,e 为 常数 当日 促 
当 如 果 存 在 常 向 星 w 使 得 (u,v) = 常数 

5.15. 假设 -条 曲线 由 向 量 n 和 5 张 成 的 法 平面 均 通 过 一 个 固定 点 zxo. 证 明 
这 样 的 曲线 必 在 以 此 点 为 中 心 的 球面 上 ， 

5.16. 证 明 : 地 线 rli) 在 半径 RR 的 球面 上 当 且 仅 当 成 立 关 系 


2 1 人 
(+) 


5.17. 证 明 


5.18.。 对 于 平面 曲线 > = r(), 我 们 考虑 曲线 n(D(n 为 在 所 给 点 处 的 法 线 ), ** 
为 此 曲线 的 自然 参数 . 证 明 


一 三 十 此 2， 
5.19. 设 
0 AD 0 
A=AD= | -ED 0D -xD |=(D) 
0 Eafe 0 
定 六 向 基 xj = rj() 为 方程 组 
2 = agri 了 一 1, 2, 3， 


其 中 mif0],raf0]，rs (0) 为 给 定 的 正 交 标 架 . 
al 证 明 : 对 任意 1, 标 揣 mt,rafDrs 人 为 正 变 ， 


1 
by 假设 于 (人间 = ro 十 / ri 证 明 : 这 时 {中 = wv(D,ral) 一 全 rsf = 
0 


产 (D, 其 中 w*,n*,b* 分 别 为 曲线 六 全 的 切线 , 法 线 和 次 法 线 , 计 呈 此 遇 线 的 曲率 和 
挠 率 分 别 等 于 有 ,< 人 站 
5.20. 设 曲线 在 球面 上 并 有 和 常 值 曲率 , 证 明 此 时 线 为 圆 . 
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6.， 伪 欧 几 里 得 空间 


1. 狭义 相对 论 的 最 简单 概念 
回忆 一 下 伪 欧 于 空间 RY ,P+ = n, 它 定 义 为 一 个 有 华 标 z1,22,… ,2 的 空 
间 , 其 路 向量 E 一 [Et， En) 的 “长 度 平方 * 由 公式 


[EF = (i,€) = Dey yetiy {1) 
:二 1 


给 出 ( 稚 看 83.2), 在 n = 4,z = 1, 我 们 得 到 狭义 相对 论 的 时 空 室 间 (闵可夫 斯 基 空 
间 弄 1 3。 = 尼 科 , 其 坐标 为 z0, zi,z2,zs, 通常 我 们 假定 za = ct, 其 中 常数 c 为 真空 中 
的 光速 . 我 们 也 称 空间 RR?,,_1 = RR 为 (n 维 ) 疯 可 夫 斯 基 空 间 . 

在 空间 BR4 中 向 墓 & = (#5, 在,&2,63) 的 长 度 平方 由 公式 


EF = 人 = (£0) — (1) — 2) 一 (2 (2) 


给 出 . 数 全, 可 以 为 正 ， 为 负 也 可 为 零 . 便 后 = 0 的 向 基 & 
构成 空间 RR 中 的 锥 , 我 们 称 其 为 迷 向 锥 面 或 光 锥 (参看 图 7 的 
空间 朴 ; 的 情形 ). 在 锥 内 部 的 向 量 其 有 正 的 长 度 平方 ,eg > 0 
称 其 为 类 时 向 量 ， 在 锥 外 部 的 向 量 其 有 全 的 长 度 平方 , [tf? < 0 
称 其 为 类 空 向 县 在 网 7 中 &， 为 类 时 向 量 , E_” 为 类 空 向 量 ,而 
总 本 此 迷 向 锥 面 上 ,长 度 为 堆 , 称 这 样 的 向 尖 为 六 向 向 要 牙 光 向 
量 . 

考虑 任意 质点 的 世界 线 (参天 81.1). 这 条 世界 线 在 有 4 中 
_ 具 形式 


外 一直， 2 =r) s(t), 2 到 人 (3) 图 7 空间 到 中 的 类 
向 锥 而 :(z9)2 一 (zl)2 一 
这 里 的 册 线 x1(#), (人 0,xw3(t) 就 是 在 一 维 空间 R3 中 通常 的 点 (2 =0 
的 辆 线 , 切 于 世界 线 (3) 的 向 量具 有 形式 


一 【ci £1, 2, 3). (4) 


注意 . (21,22, 各) 是 点 在 空间 运动 的 速度 向 量 v 的 坐标 . 在 狭义 相对 沦 中 所 用 的 假设 
是 说 质点 的 运动 速度 不 能 超过 光速 6, 即 ml<c 这 表示 


2 (全 1)2 (i292 (23)2>0 


， (5) 


就 县 说 向 量 《 是 类 时 的 或 者 是 迷 向 的 ， 特 别 , 如 果 我 们 的 世界 线 就 是 光子 的 世界 
线 , 那么 向 量 $ 便 是 迷 向 的 , 即 jv| = ec， 由 于 这 个 理由 , 我 们 也 把 迷 向 锥 称 为 光 


8 人 以 欧 括 里 得 室 间 ‘i: 


锥 . 上 再 实 .上 ,只 有 无 质 营 的 点 【例如 光 了 于 ) 才能 具有 迷 向 的 切 向 量 ，( 正 ) 质点 的 世 
界线 总 其 有 类 时 的 切 向 量 ， 特别 地 ，(GE) 质点 的 世界 线 药 个 严格 地 落 在 光 钛 的 内 
部 (图 8, 注意 , 在 空间 的 所 有 点 上 都 有 迷 向 欠 ). 对 于 类 时 轴线 { 邯 其 切 向 量 处 处 
为 类 时 的 曲线 ) 可 以 像 在 网 几 里 得 几何 中 那样 定义 长 度 的 概念 ， 如 果 山 线 具 形式 
Zo = 2(7), 2 = wl {7), 8 一 2 人 Tod = tT), = (0,1, £2, 3), EP > 9, OO 长度! 
具 形 式 


h 也 号 
7 一 / ltlar = / ev 一 (ze]2o7. (6) 
2 2 必 一 工 


在 狭义 相对 论 中 , 明 Ve 被 称 做 质点 所 耗 去 的 固有 时 
间 . 像 在 欧 几 里 得 的 情形 那样 , 我 们 有 | 人 (| = 1, 并 称 此 
参数 ! 为 类 时 世界 线 的 自然 参数 ， 

如 时 点 在 三 维 空间 中 以 入 速 = (ol,p2,u3) 运动 , 即 


像 这 样 的 世界 线 
是 不 可 能 出 现 的 


ot, zl=vt, z=vt, x= wt, (7) 图 8” 具 贰 量 址 光 质 量 的 点 
移 屁 界线 
则 有 性 界 线 
d= Ve — wdt= 41/1— 二 du， 
l= 7x1— 所 ， (8) 
在 这 里 我 们 采用 了 缩写 的 记号 wz = |w|?. 
特别 , 9ye 为 质点 (在 最 初 的 坐标 系 中 ) 的 同 有 时 间 ， 
2. 洛 伦 兹 变换 
我 们 在 前 面 (84.4) 看 到 , 在 经 典 ( 午 顿 ) 力学 中 时 间 具 有 … 种 绝对 的 特 忻 , 即 在 
事件 之 间 的 时 间 区 间 At 不 依赖 于 对 此 区 问 进行 测 基 的 那个 惯性 参照 系 , 惯性 参照 


系统 通过 伽利略 变换 (4.64) 从 一 个 系统 得 到 另 一 个 系统 . 

在 狭义 相对 论 中 攻 伦 兹 变换 取代 了 合 利 略 变换 . 转移 到 另 一 个 参照 系 , 就 是 在 空 
间 Rt 中 选取 新 的 坐标 , 即 闵 可 去 斯 基 空 间 的 某 个 变换 . 洛 伦 兹 变换 首先 保持 了 坐标 
床 点 和 时 室 区 间 不 变 , 即 保 持 二 次 到 de = ce2(a0)? 一 (dz1)? 一 (dz2)2 - (dzsy2， 到 另 
一 个 惯性 参照 系 的 转移 可 以 通过 伪 欧 氏 空 间 Rt 的 运动 来 实现 ， 称 这 些 运 动 的 整个 
群 为 庞 加 菜 群 . 

先 研 究 伪 欧 氏 平面 有 R? 的 运动 群 . 首先 假定 这 些 送 动 保持 坐标 原点 不 动 . 于 是 它 
由 算 阵 4 给 出 


x = gp + by, 


zl! = er 4 der", 


(9) 
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如 果 举 标 0,z1 是 协 欧 几 里 得 的 , 则 其 逢 阵 有 形式 gaa = fgoo = 1,911 = 一 1,g12 一 
gal 二 0}. 因为 变换 (9) 为 运动 , 故 


(yas) = G = A'GA. (10) 

因为 det 47 = det 4, 且 和 矩阵 积 的 行列 式 等 闻 行 列 式 的 积 , 收 有 
(det 4)2 = 1， aet. 4 = 士 ]. 

对 丁 和 矩阵 4 的 分 量 , 由 (10) 得 到 由 三 个 方程 组 成 的 方程 组 : 
a c=1l, ab—cd=0, bd=-l. (11) 


星 然 , az0. 令 8 二 c/a. 直接 的 计算 给 出 


du-d+ 上 (12) 


1 3 ) 8 
i “Vi | A Vv 一 诺 
这 里 a 的 符号 与 c 的 符号 相同 , 而 b 的 符号 同 于 a 的 符号 . 于 是 , 作为 空间 R4 中 仿 
欧 氏 度量 的 运动 构成 的 所 有 变换 4 的 群 由 下 面 形式 的 矩阵 组 成 


1 问 
A Vi 
令 8 = thw, 引进 冯 曲 旋转 角 ,于 是 
4 (os 二 sh 小 
sh 他 土 ch 地 


就 是 说 . 我 们 得 到 了 双 曲 旋转 群 . 任意 双 曲 旋转 把 迷 向 锥 |#|? = 0 转换 到 自身 . 除 此 
而 外 , 如 果 上 > ==1, 则 |Ag|* = 上 具有 单位 长 的 向 量 在 R? 中 构成 了 “单位 伪 球 面 ”， 
这 个 伪 球 面 在 Rf 中 由 方程 (20)? ~ (23)2 = 1 给 出 , 从 而 就 是 一 条 双 有 曲线 {图 9). 

我 们 回想 网 氏 平 面 , 在 那里 的 正 交 和 空 换 梯 由 两 个 连通 分 支 组 成 ， 正 常 的 和 非 正 
常 的 变换 , 平面 R? 的 伪 殉 几时 得 运动 群 则 更 加 复杂 : 它们 有 四 个 连通 分 支 (由 四 片 ) 
构成 : 


ch 入 gl 起 hw 一 sh 地 一 人 及 sh chy 一 sh 功 (15) 
hw chy Sh 一 ch "\ sh 个 ch 入 ”\ .sh ch : ” 
第 -个 连 道 分 去 中 的 变换 可 以 用 曲线 与 单位 ( 即 恒 同 ) 变换 相连 接 . 亦 换 矩阵 1l,PDT, 
PT 各 属于 四 个 不 同 的 连通 分 支 , 它们 的 形状 是 ; 
一 1 0 
0 i 


1 1 —- | 
1 二 0 ,P= 0 .二 1 0 ,PT 一 
0 1 0 —1 0 1 
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第 和 第 二 个 连通 分 支 中 的 恋 换 不 改变 时 间 t 的 方向 (这 里 的 zw? = ct), 称 这 样 
的 灾 换 为 正 时 序 变 岳 . 因此 单位 变 摸 所 在 的 连通 分 支 由 正常 (即行 询 式 为 +1) 的 正 
时 序 变 换 组 成 . 

我 们 所 考察 的 伪 忆 开平 面 妇 ? 的 保持 坐标 原点 不 
动 的 运动 群 被 记 为 0(1,1)， 这 是 空间 RRz。 的 伪 正 交 
变换 的 群 fp, 们 的 特殊 情形 , 其 中 p 十 g = rm， 因此 ， 
Ofp,9) 为 那些 保持 内 积 (1) 不 塞 的 怎 阵 4 的 套 


(AEé, 4 = (E09 = Em 十 :十 (16) 


寿 O01,n 一 4) 特别 重要 , 它 是 n 维 闵 可 去 斯 基 空 
间 及 ?的 运动 , 它 保持 原点 不 动 . 我 们 已 知 群 0(1,1) 出 
四 片 { 辆 由 个 连 遂 分 支 ) 组 成 . 事实 十 , 群 DO(1,n 一 1) 
也 由 由 片 构 成 ; 我 们 不 御 这 里 证 明 这 个 论断 , 而 只 限于 
一 个 它 的 史 弱 的 形式 . 

引 理 8.1， 存在 群 O(n 一 1) 刘 群 如 x Zo 的 一 个 同 态 yw 品 . 这 里 Bs x Bs 是 

二 阶 整数 群 Zs = {+1, 一 1} 的 下 和 . 

证 明 设 eo 为 xz? 加 的 单位 向 量 . 如 果 甜 阵 4E OU,n 一 1), 则 令 


图 9 


入 (4) 一 (det A,sgnt{eo, Aeo)). (17) 


我 们 诈 意 到 因 积 feo, Aeo) 不 为 零 , 这 是 因为 向 明 4eu 同时 有 


tAen, Aen) 一 《E0，e0 一 了 18) 


的 缘故. 把 喘 射 wp 的 间 态 性 留 给 读者 去 验证 . 
称 满 足 zp(A) = (1,1) 的 灾 换 4 为 正常 变 撞 . 对 丁 使 得 sgn(eo, Aeoy = 上 +1 的 变 
换 , 像 前 面 带 样 , 称 其 为 正 时 序 的 (它们 不 改变 时 间 t 的 方向 ). 同 态 g 的 核 @ 由 正 
党 变换 构成 , 旦 是 帮 O(1,n 一 1) 的 单位 元 所 在 的 连通 分 支 . 我 们 不 在 此 证 明 这 些 ; 从 
所 证 明 的 引 理 得 到 的 结论 只 是 说 , 此 群 中 至 少 有 四 个 连通 分 过 . 
伪 欧 氏 空间 RY 的 整个 运动 群 由 群 0(1,n 一 1) 再 加 上 平移 得 庆 . 
现在 把 已 经 得 到 的 关于 伪 欧 氏 空 间 的 运动 的 结果 转换 成 狭义 相对 论 的 语言 ， 正 
如 已 经 说 过 的 那样 , 从 一 -个 惯性 参 腿 系 (ct, 21,22,x3) 到 男 一 个 (ct ,x71 x2,23) 的 转 
移 是 由 保持 二 次 形式 {ot)? 一 (z102 一 (x2)? -- (za 不 变 的 变换 来 实现 的 ， 假 设 系统 
(x 相对 于 (z) 沿 轴 x! 以 速度 wv 运动 . 这 表明 io = z2, oa 二 x3, 从 而 坐标 的 变换 
村 回忆 有 从众 cn 到 群 Ga 的 问 态 e 的 概念 , 这 是 一 个 变 撞 jp ;G1 一 G2, 使得 p(1) = etgtga) = 


pg)Ptga) ply) 二 p(tg) 常 称 ww 为 群 G1 要 Ga 中 的 一 个 “表示 ”， 
写 从 人 到 G2 的 问 态 的 以 是 群 G1 中 那些 元 业 g 的 集合 , 它 满足 wig) = ] € G2. 


.44 ， 第 一 章 空间 区 域 中 的 几何 . 基本 概念 


具 形 式 
20 = (ct) = alct') + bel, 


Xl ==) + ddr, 2 一， =. 


(19) 
矩阵 4 = ( 在 Of1,1) 中 . 


如 果 速 度 " 减 为 0, 则 变换 (19) 变 上 成 恒等式 , 故 和 矩阵 4 应 在 群 O(1,1) 的 单位 
元 所 在 的 连通 分 支 , 从 而 有 形式 


A ch 袍 地 | (20) 
sh Geb 地 


ot = et'eh + zishey, 


于 是 
(21) 
21 二 ct'sh WW 二 2 1ch 他. 
考虑 有 上 标 符 写 的 系统 的 原点 0 在 系统 天 (et zl 中 的 运动 . 当 z 二 0, 故 公 
式 (21) 有 形式 


ct = ct'ch w, 


x! = ct'sh oy, 
或 相 除 有 x1jct = tb ww. 但 显然 中 上 手 是 系统 K' 相对 十 系统 KK 的 速度 w. 内 此 
tb 他 一 (22) 
由 此 
Sh 二 We hh 四 = 二 一 {23) 
Vive 人 V1— we 
代入 (21), 求 得 了 
了 了 +] 1 
{= kt + (a)s ) VL ~ 203’ 
1 :1 了 1 
T= {x ut A (24) 


称 这 个 变换 为 洛 丛 让 变换 ， 

假定 速度 " 比 光速 e 小 得 多 , 即 we 科 1 由 (24) 式 知道 , 如 果 w/e 一 0, 则 洛 
伦 蓝 变换 借 变 成 了 伽利略 变换 (4.64): 1 =#, zl 一 zx 十 直接 句 话 说. 在 参照 系 间 有 
小 的 相对 速度 时 , 相对 论 的 公式 便 转 化 为 经 典 力学 的 公式 , 但 在 大 速度 (与 光速 相 比 
较 而 言 ) 的 情形 , 这 两 个 理论 有 了 深刻 的 差异 . 我 们 在 下 还 流行 的 相对 论 的 结论 .上 解 
释 这 些 原则 性 的 差异 ; 这 些 相对 论 的 结论 是 在 速度 向 量 方 向 上 线性 尺度 的 减 缩 和 时 
钟 的 时 滞 ( 涉 基 问 时 在 - 个 参 租 系 的 事件 在 另 一 参照 系 中 有 不 同 的 时 间 )， 


如 ， 伪 欧 几 里 得 空间 - 46. 


设 在 系统 K 中 放置 了 一 根 长 为 二 的 刚性 棒 , 它 平行 于 x! 四; 设 其 端点 在 下 中 
的 坐标 分 别 为 w1, 有 zz, 即 1 = 夺 一 二. 规 在 我 们 求 这 个 赎 宁 在 系统 K' 中 的 长度 . 为 
此 我 们 求 其 端点 在 系统 KK' 中 的 坐标 2 <; 在 瞻 时 我 们 有 

1 Zw 十 ww a 了 十 28 
vi— w/e 2 v1 — we 
在 系统 K' 中 棒 长 等 于 六 二 夫 一 属 , 从 噶 减 皮革 我们 得 到 
ad 
i= J (26) 

因此 , 棒子 在 那个 被 放置 的 参照 系 中 它 具 有 最 长 的 长 度 . 而 在 以 速度 v 运动 的 系统 
中 它 的 长 按 比例 VT 一 07B 缩短 ( 洛 伦比 收缩 } 

转 而 研究 时 间 坐 标 t. 没 在 系统 KK 中 有 两 个 同时 发 生 的 事件 4; 和 4s{ 即 在 到 
中 #1) = tA42)); 同时 假定 事件 4 发 生 伯 有 具 吾 标 (zx1,x3,w3) 的 点 上 , 而 4z 发 生 
在 华 标 交 (有 ,3, 有 3) 的 点 上 , 其 中 过 基 双 .对 处 在 系统 KK 中 的 观察 者 来 看 , 在 运动 
的 参照 系 K' 中 发 生 了 和 什么 ? 由 洛 伦 丝 变 换 公 式 {24) 我 们 有 
t+ wr Az) + (uf) 


vl — we? viv 
即 41) 一 #42) = 号 全 -本 (8 - 地) 关 0 所 以 YL) 产 站 (42), 即 是 说 , 对 
在 KK 中 两 个 同时 发 生 的 事件 发 现在 K' 中 是 不 同时 的 . 注意 , 如 果 区 41) > t(42) 是 


x 一 Xx 不 小 ,我们 则 得 到 #41) < 二 (4 就 是 说 , 乍 看 起 来 似乎 是 结果 先 于 原因 ， 
建议 读者 自己 理 清 这 个 腾 想 的 悖 论 . 

假定 在 系统 K! 中 放置 了 -只 时 钟 ， 让 我 们 取 两 个 发 后 在 系统 下 中 国 一 地 
2 2 中 的 事件 , 分 别 记 为 事件 4 和 4z, 在 系统 K' 中 这 了 个 事件 之 阿 的 时 间 
为 时 间 区 间 A# = 巷 一 吉 . 我 们 现在 来 求 在 系统 天 中 这 些 事 件 之 间 经 过 的 时 间 At 
由 {24) 式 我 们 有 


{25) 


{A1) = = t(42) = 


二 区 十 (aec2)7 虹 ， 三 十 (w/e2)z 人 站 
vA ve ? V1- vc 
或 者 , 从 .个 算 用 另 一 个 ， 
Ai 

Vl— w/e 
我 们 得 到 At > At'. 换 句 话说 , 运动 的 时 钟 走 得 比 因 定 的 时 钟 慢 , 即 从 系统 K 中 的 
观察 者 来 看 , 系统 K' 中 的 时 钟 较 之 于 他 的 时 钟 有 个 滞后 . 

世 我 们 要 强调 指出 , 棒 久 不 是 因 维 空间 的 不 变 其 而 品 二 维 板 影 的 区. 


ia 一 和 一 At 一 {27) 
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我 们 来 分 析 关 于 平行 速度 相 过 如 的 重要 门 是 . 设 在 系统 KK' 中 点 以 速度 ww 沿 


| 
zl 轴 作 关于 尼 系 统 的 运动 . 点 P 关于 系统 及 的 速度 是 什么 ? 显然 ,ur 二 Ey - 
drl 
i! 


dt' 十 (w/e)dr' 1 vt’ + di ， dxrl 十 
HR i Te 
如 果 vw 志 c 则 祝 索 和 0' 十 出 丁 是 我 们 得 天 了 经典 力学 中 速度 辣 加 的 通常 公式 . 我 
们 注意 , 如 时 w = c, 则 对 任意 速度 v < <, 点 忆 在 系统 K 中 的 速度 为 “+ 5 一。 


1 + we/e? 
即 对 光速 c 再 加 上 任意 的 速度 ”并 不 改变 泊 束 ， 


习题 
6.1， 在 空间 有 Rj, 中 令 
二 (一 6002 一 ED 一 5 


来 定义 " 问 量 积 ", 其 中 & = (E081,82),n 一 (00771921， 
a) 验证 对 于 基 向 量 eo, e1, ez fen 为 类 时 的 ) 的 两 两 向 量 积 有 


0X C1 EE XE EE Xe3 ren- 
b) 证 明 : 向 基 积 “x” 为 双 线 性 反 称 运算 , 同时 成 立 雅 可 比 恒等式 : 
El xX (E27x ba) + és x {A x é2) + to x (3 x&) = 0. 


c) 证 明 : 如 此 定义 的 向 量 积 在 0(1,2) 群 中 的 正常 变换 下 不 准 . 

6.2。 设 7 =7(D) 为 Ra 中 的 类 时 曲线 , 同时 有 (人 0))2 = (70)2 -fr1)2 一 (Fr2)2 三 1， 
且 7 > 0. 引进 向 量 vn,b, 其 定 交 为 了 一 天 了 一 证 明 弗 莱 纳 会 式 的 多 
欧 氏 的 类 比 : 


b=kn, N=hu— nb b= kn., 


6.3.， 推导 直 引 理 5.3 的 关于 在 中 2 中 洛 伦 兹 变换 的 导数 的 一 个 类 比 引 理 , 其 
中 的 变换 依赖 -十 参 数 . 

6.4， 在 RY 中 解 方 程 7 = xm 其 中 心 为 一 常 向 量 ， 

6,5， 证 明 : 在 有 it 中 类 时 向 最 的 正 交 补 是 . .个 类 空 的 超 平面 . 类 空 向 量 的 正 
诡 补 是 什么 ? 光 疝 量 的 呢 ? 


87. 空间 曲面 的 几何 


1. 曲面 上 的 坐标 

三 维 空间 中 的 曲面 可 以 说 是 在 其 上 出 现 了 最 简单 的 内 草 几 何 的 对 象 , 这 是 什么 
意思 呢 ? 

我 们 研究 过 曲线 以 及 它们 在 平面 和 空间 中 的 度量 不 变量 . 但 是 这 些 不 变 霹 ( 曲 
率 和 找 率 ) 是 曲线 的 所 处 在 空间 中 状态 的 不 变量 , 这 是 外 在 几何 的 概念 . 在 遇 线 上 不 
存在 任何 内 在 的 度量 不 变量 . 这 表示 , 沿 有 曲线 可 以 选取 自然 参数 , 即 在 两 点 之 间 的 曲 
线段 的 长 , 其 度 朋 方法 与 度量 昌 线 段 的 完全 一 样 : 


性 
i =| [ldt, ww == (C2). 
to 


对 曲面 则 不 一 样 : 在 球面 上 没有 办 法 给 出 又 标 (甚至 让 部 分 球面 上 ) 使 得 在 此 坐 
标 下 的 长 度 公式 能 像 在 欧 氏 平面 上 用 笛 卡 儿 坐 标 给 出 的 长 度 公 式 那 样 ， 

以 什么 样 的 方式 给 出 曲面 呢 ? 在 三 维 空间 中 有 三 种 办 法 给 出 曲面 : 

1) 最 简单 的 : 作为 函数 


之 二 fx, 切 
的 图 像 定 叉 它 . 
2) 较 一 般 的 : 以 方程 
F(x,y,2)=0 


CE 这 


AB 第 二 章 曲 面 论 


3) 参数 的 (类似 于 出 线 的 ):” = r(w,v), 或 更 详细 屯 ， 写 为 x = z(w,v),y = 
yu 0),2 二 ztt90), 其 中 ,5 在 (wv) 平面 中 茶 个 多 域内 变动 . 

定 尖 7.1。， 称 由 方程 F(x,y,2) = 二 0 纵 出 的 曲面 在 点 PP = (zx0,%6; 加) 为 非 异 是 

说 ,F 存 点 也 的 梯度 不 为 零 


BF OF | ) 
Bz! 1 By E21 De 和 站 Y 二 0;F 0! 
其 中 F(xo, ye, z0) = 0. 
由 隐 丙 数 定理 , 即 如 朵 2 关 0 则 可 在 点 了 = (wo,go,z0) 附近 巾 方 
Ei 主 征 
程 Flix,y,2) 一 0 li en 找到 了 消 数 > = f(z,), 满 起 flzo, bo) 一 = z0 
并 且 天 fei f(x,y)} = fxoyzn) 附近 的 半 面 区 域 {x,y) 中 三 立 ， 微分 等 式 
EY 2) 二 0 得 到 


并 所 由 此 表明 | 
of _ er/dr Bf _ OOF/dy 


Or OF/dz’ Oy 天 /5 
于 是 , 由 方程 Ktw,y,z) = 0 纵 婴 的 曲面 在 非 异 点 的 邻 域 内 可 以 以 图 像 的 形式 
给 出 . 所 以 在 非 异 点 附近 ， 总 可 以 用 参数 给 出 有 曲面， = 二 fw) ,z= Wy 二 (在 点 
zo 一 Woo 二 wo 附近 ). 换 名 话说 , 在 非 异 点 附近 可 以 给 市 局 部 坐标 (w,%). 
反之 , 设 曲 面 由 参数 纵 出 


TT) f=ru,0), y= yu z= z(u,u). 


定义 7.2， 称 点 P= (Zo yo, 20) = (人 (ao wo), yuo, v0), (uo, ve)) 为 非 异 旦 说 矩 


By By az 
TB Ou Bu 
du Ou By/ tug 
的 秩 为 2. 
定理 7.1. 如 果 曲 商 山 参数 给 出 , 并 且 点 P= (wo,2w%) 为 非 异 , 则 在 此 点 附近 山 
面 可 给 出 方程 F(z,y,z) = 0, 其 中 Tlzo, voz0) = 0 9 grad Fl ws 天 
证 明 由 非 异 点 的 定 久 知 秆 阵 4 的 秩 为 2, 为 确定 起 见 , 设 行列 式 
Oz Oy Or Oy 
Dud Bu Bu 
回忆 道 映射 定理 . 设 z -away = y(t), 在 点 (uo,wn) 的 雅 叮 比 不 为 零 , 并 二 
20 二 To; Vo); = yluny wo0). 于 是 在 点 (zr0,y0) 的 某 个 分 城内 可 以 找到 道 峡 射 


4 二 u(r, y), 00 = wu(To, We), % = vy, 1); 20 — vm, yo), 


#0. 
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同时 矩阵 人 “) 是 矩阵 | ”的 逆 。 利用 这 个 定理 我 们 求 出 表达 式 
Uy Ts Ye 
v9 然后 ， 把 它们 代入 z 的 表达 式 中 得 到 果 数 z(wtz, 胃 ,wtz, 罗 ), 并 日 
0 一 2(un, Uo) 一 z(ulxo, yo), vro, yo)). 我 们 得 到 在 非 异 点 Tn Yo, ZU 附近 曲面 局 部 
地 表示 为 图 像 的 形式 z = (x, 和 ,zz0 = fen, yo). 定理 得 证 . 器 

鱼 论 是 ,局 部 地 , 在 曲 而 的 非 异 点 P = (zu, Yo, 20) 附近 , 所 有 这 二 种 给 出 曲面 
【以 兴 请 疼 数 表 相 ) 的 让 式 相 二 等 价 . 

例 

7.1， 瑟 十 累 十 气 ==1 ( 畏 球 面 ) a) 无 奇 点 ; b 整体 上 不 能 由 图 像 给 出 (局 部 
如 可以);e) 整体 上 不 能 由 参数 给 出 (为 此 , 所 有 点 都 是 非 异 的 ). 
写 十 次- 所 二 1 { 单 叶 双 曲面 Y. a) 整体 上 不 能 由 图 像 给 出 ; b) 整体 上 可 
由 参数 给 由 选取 的 参数 可 以 是 二 = z,v = w, 其 中 jp 为 极 角 ， 


2 32 2 


7.3. 一 海 一 而 十 西天 1 ( 浇 叶 双 曲 面 ). 每 一 叶 可 以 由 图 像 z = f(x,2y) 给 出 ， 
因而 可 和 套数 化 , 并 因而 所 有 点 为 韭 异 . 


7.2. 


7.4， 锥 面 十 所 一 气 = 0. 点 (0,0,0) 为 奇 点 . 

现在 考察 一 般 的 情形 , 假设 曲面 由 4 维 空间 中 的 区 域 中 的 方程 组 给 出 : 
0 0) 

定义 7.3， 称 曲面 0) 的 点 《oj ,过 ) 为 非 异 是 说 征 阵 【站 ) ， 


f= 1 的 秩 等 于 nn 一 不 . 
有 下 面 的 简单 论断 . 
引 理 7.1、 在 曲面 人 1) 的 非 异 点 (35,… ,wh) 附近 可 以 引进 局 部 符 标 (z1,-.. ,zt ， 


证 明 借 设 行列 起 不 等 于 零 的 n 一 大 阶 了 式 为 ( 3) ,q hb 


Or fs 
于 是 在 曲面 的 点 (z,…. ,zx8) 的 邻 域 中 我 们 有 而 少 了 一 些 变 大 的 (x1,… ,z*) 作为 
局 部 坐标 . 在 此 点 的 邻 域 中 解 方程 组 (1), 由 隐 咀 数 定理 得 到 
Rtl 二 人 二 (21, ,，。 ， 2), 


我 们 得 到 了 在 所 讨论 的 点 的 邻 域 中 曲面 用 变量 (2z1,…… , z*) 给 山 的 参数 表示 . 口 
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n 维 空间 中 的 超 曲 面 是个 重要 的 特殊 情形 ,它们 由 一 个 方 积 给 出 : 


fc :3 一介. (2) 
在 超 册 而 (2) 上 的 点 (1 ,z3), 即使 得 {xb,… ,228) 二 0 的 点 为 非 异 表明 
grad f (让 1 小) 加 天 站 . (3) 


2. 切 平面 

设 及 3 中 个 曲面 由 参数 生出:r = fa 区 ,7 一 192 其 中 全 为 出 面 上 的 个 
标 . 以 坐标 wv 给 出 的 曲线 如 二 的, = w{ 相 ) 定义 了 我 们 在 RR 中 出 志 上 的 申 线 
rt) = rutt), vtt))}. 它 的 速度 向 其 为 


or Ar 
一 了 TH 人 一 一 一 ， 1 一 一， 4 
FE 一 ro Bh 了 下 (4) 


如 果 我 们 所 讨论 的 点 是 非 举 的 , 则 向 最 rm = (20 gw 和 mr = 2,08 260) 为 
线性 无 藉 . 由 (4) 和 使 得 到 结论 说 , 几 面 的 任意 切 向 量 是 向 量 r。 和 rx, 的 线性 组 人 台 . 因 
此 , 在 所 给 非 异 点 处 切 于 此 遇 面 的 问 量 组 成 了 以 rs,re 为 基底 的 二 维 空间 , 并 称 其 为 
这 个 点 处 的 切 平 后 . 在 这 组 基 下 速度 向 量 的 坐标 为 之 ,人 

假定 曲面 用 方程 F(z,y,z) =0 铬 出 , 旦 曲线 一 x) 一 (zf 8 的 ,zf 的) 在 此 曲 


面 上 , 好 Fe 人 yz(B) = 0. 于 是 0= FS Falt), Ho), ztt)). 由 此 有 


0= Fi y+ Fz (5) 


如 果 在 所 给 点 上 grad 已 = (本 : 丽 , 玉 ) 关 0, 旭 对 十 切 向 其 坐标 (二 六 习 的 方程 (5) 
倒 给 出 了 切 平 面 {这 个 团 半 曾 方 程 具 形式 4z + By 十 COz = 0, 其 中 4, B,C 为 导数 
记 , 了 Py; 在 已 知 ( 非 异 } 点 上 所 了 肥 的 值 .) 

现 设 在 具 砍 标 (x1,-… ,z") 的 n 维 空间 R" 中 给 出 了 -个 天 维 曲面 (以 参数 形 


式 ): 
xl = zl(zl, ,ee), 
i (6) 


T= Tz, .i ZR). 


十 是 在 曲 曾 (6) 上 的 曲线 zx7 = 好 提 :二 1 ,的 速度 疝 最 有 形式 


其 中 Fl, ,为 
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向 量 方 爸 成 了 在 所 给 ( 非 异 ) 点 上 切 于 此 平面 的 8 维 平面 的 基底 . 我 们 看 到 了 , 如 
果 以 坐标 z1,… ,z* 给 出 了 曲线 , 则 它 的 扔 条 量 在 基 (7;) 下 具 坐 林 ; (2&1 ， 25). 
如 果 天 维 曲 面 由 于 一 天 方程 组 


本 (8) 
一 
给 出 , 则 对 切 上 此 曲面 的 向 量 的 坐标 全!，… ,z") 满足 线性 方程 组 : 
了 OF .1 
之 可 和 一 0， 了 一 1 一 大. (9) 
往 非 异 点 , 方程 组 {9) 的 秩 等 于 7 一, 这 居 因 为 方程 组 (9) 定义 了 到” 小 的 一 
个 5 维 平面 . 这 便 是 在 所 给 点 上 曲面 的 切 平面 . 


注 我 们 看 旬 , 在 所 有 情形 下 非 寞 性 条 件 的 几何 意义 表现 为 : 在 所 给 点 上 切 于 曲 
面 的 半 而 所 具有 的 维 数 等 于 曲面 的 维 数 , 即 对 参数 给 出 曲 而 时 的 参数 个 数 上 如 果 
曲面 由 方程 组 给 出 , 则 这 个 数 等 于 空间 的 维 数 减 去 方程 个 数 . 


3， 曲面 上 的 度量 
假设 曲 而 (或 它 的 一 部 分 ) 由 参数 给 出 :7 = r(w mr = (加 站 on 为 遇 面 上 的 
坐标 . 我 们 来 讨论 总 是 认定 为 非 异 的 那些 点 ;: 矩阵 4 = 他 HW ”) 在 这 点 的 秩 


下 和 Yu Sm 


J dr Or 
等 本 2( 其 中 了 Tu 一 Be = ) 

我 们 在 前 面 是 如 何 和 定义 黎 曙 度量 概念 的 ? 

设 给 出 了 曲线 名 二 (和 .v4 = vw( 们 . 它 的 长 具有 形式 1 = | 只, = 位 曾 ,这 里 
的 ww 二 (人们 是 在 坐标 (ww) 下 的 速度 向 量 , 而 |w? = gazizi, 其 中 zl 一 22 一 
v0 二 yj (4,2). 我 们 曾 称 果 数组 gi;; 为 (在 坐标 wu 下 ) 歼 曼 度量 . 这 组 消 数 确 定 
了 上 明 线 的 长 度 , 壕 有 商 条 曲线 在 它 人 有 相交 处 的 汉 前 . 

规 在 该 如 休 定 义 曲 绑 的 长 ?gi;; (uv)(w = x1 ,vw 二 x2) 又 是 什么 ? 

我 们 注意 , 曲线 = 2 的 党 二 2 贡 是 通过 是 面 上 的 坐标 tw,w) 写 讶 来 的 , 而 曲面 
本 身 删 是 在 三 维 欧 氏 空间 {x,y,z) 中 , 其 中 r= fm 一 (YY, 2 

自然 地 , 我 们 称 曲 而 上 山 线 wtt), w(t) 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 长 为 它 的 长 . 

拒 曲 线 写成 下 而 形状 : 


r= zu), v0)) = zt), 
Y= ,8)) = y(t), {10) 
z= (ut vw = z(t), 
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对 二 维 欧 氏 空 间 中 曲线 的 长 度 按 定 义 我 们 有 
1 f VE a (11) 
因为 立 = zt 十 wo, 可 而 我 们 得 到 
+ = Ew +2 + Gr = gdii, 
其 中 EE= gu,F= 9 = gy = gd= Ty= 以 及 


911 = 六 一 全 EU Vudu Tat, 


gt2 一 F= Tu TT Yu 二 + Bar Ths {12) 


g22 = G = Tours 十 入 加 十 加 za 


如 果 今 


Th Tuelt uel Zntay Te = wutl + Yue2 + Zoe3, 


则 


i= 人 ora》 Tl w= 人. (13) 


通常 称 表 达 式 gsydridri = E(du)? + 2F(dudv) 十 避 (dy)? 为 曲面 的 第 一 基本 型 
[或 第 一 二 次 型 , 或 在 曲面 上 诱导 的 歼 曼 度量 )， 

如 果 曲 面 以 (x,y,2) = 0 的 形式 纵 出 , 则 曲面 上 的 歼 赣 放量 (第 一 基本 型 ) 就 
只 是 一 次 再 dz? 十 dy2 十 dz?, 它 满足 条 件 F(x,y,z) = 0; 由 它 得 出 


Prfdr t+ Fydy Fdz = 0. 


如 果 在 所 考虑 的 曲 曾 的 点 上 已 0. 则 dz 二 (于) dz ( 芝 ) dv， 因此 在 曲面 
Fry,z2) =0,2=u,y=v 上 有 有 


2 2 2 2 2 Fr 至 
dr” + dy + dz = dr + dy + +t . 


F2 Fy oe 
91 B=-1+ EY: ga 一 个 一 1 上 一， 01 一 五 一 Fa， 


Lag 也 
这 里 w 一 21 一 Du 一 2 一 外 
姐 果 遇 面 的 堪 式 为 * = Fa 细则 在 坐标 = xz,v 二 yy 下 有 


{14) 


1 王 1 十 六 ， gi12 = ffy, gz 二 1 十 并 {15) 
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因此 , 曲面 上 的 歼 帝 度 景 在 这 里 就 像 是 在 这 个 曲面 上 以 坐标 (4,%) 来 计算 曲线 长 度 
的 一 种 方法 . 曲 而 自身 是 在 三 维 欧 氏 侍 问 之 中 , 而 这 只 不 过 是 在 二 维 欧 几 里 得 的 意 
区 小 这 一 条 曲线 的 长 度 疝 题 . 

在 曲面 上 的 欧 氏 坐标 (zx,y,z) 以 了 两 数 形 式 给 出 :x = z(u,v),y 二 ylw,v),z 一 
z(w,J}. 由 定义 我 们 有 


dr? 十 十 2 十 da (20) 
911 =E, gn = gg22=G. 


在 某 些 情 形 会 发 生 度 量 9;;(x1,22) 在 出 面 自 身 就 是 二 维 欧 氏 的 (参看 83). 这 表 
不 在 曲面 上 存在 … 对 汕 数 2(z1, x2), T(z!, x2), 使 得 


(du) + (dv)? = gidridzi. {17) 


例 7.5. 欧 几 里 得 柱 面 的 度 盟 : 性 而 的 方程 为 f(x,y) = 0{ 不 会 2). 欧 氏 坐标 为 
z 友 平 面 曲 线 Ara) =0 的 自然 参数 :五 = z,5=1 我 们 有 


dr? + dy + dz pe wn = de? + df2. 


假定 出 面 由 F(x,y,z) =0 给 出 且 grad 关 0( 曲 而 的 非 异 点 )， 于 基 宇 曲 向 上 有 
dF = dr + dy + Fdz = 人 0 如果 & 为 遇 而 的 团 向 晤 ,f= 81es + ee 十 36 出 
= 0 或 说 上 grad FF. 由 此 我 们 有 结论 : 向量 grad 五 (和 在 非 异 点 ) 
为 曲面 Fiz,y,z) = 0 的 法 方 何 . 

在 曲面 的 参数 表示 下 :r = rfw,v),r = (zx,y,2), 我 们 有 两 个 向 星 


& 一 Te Trl Lue + Vue tt Luft, 


N= 一 Yao2 一 区 ooel Yves yes. 


这 两 个 向 量 都 切 于 曲面 九 果 它 们 线性 无 关 ( 即 非 异 点 ), 则 它们 的 向 量 积 攻 , 相 = 
[ra ru] 正 党 于 平面 (ru ,rv), 于 是 正 交 于 此 曲面 . 

有 了 获 坚 度 朋 , 我 们 便 能 在 曲面 上 度 最 任意 曲线 4 二 ut = 人 的 长 度 和 和 两 
条 曲线 在 它们 的 相交 处 的 夹 币 . 在 曲线 (oa 的 :mn 的 ) 和 (ws 人 ,加 的 ) 的 交点 (w0, vo) 
处 各 电 的 速度 向 量 站 = (如 , 抽 ) 和 1p = (tz, 训 ) 之 间 的 内 积 由 公式 


{2 一 0 人 (对 =， 起 二 计 ， 上 二 1.2) 
给 出 , 而 它们 之 间 的 角 yp{0g&pg&7) 的 公式 是 


{1 了 nz 
hr | lal 


cos = (lm = to 0), |? = (74, 9). 
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现在 我 们 推导 在 x 维 欧 氏 空间 中 维 曲 曾 这 种 一 般 情 形 的 公式 . 在 第 1 小 节 中 
A 村 生生 和 的 侍 全 站 一 了 

空间 中 的 曲面 
mri) 一 站 人 (有 (18) 


上 的 曲线 如 二 2(),j 了 二 1,… 其 反 度 的 计算 公式 是 


=/ trldt = f Dy dt = 区 ( 敌 蓝 )i a=/ /9aj 2127 dl, 


(19) 


所 
Dr Or? 
9 0) = DB O27 (20) 
| 


量 然 , (d1)* = giydetdsi. 

因此 , 空间 的 度量 决定 了 轨 于 其 中 的 任意 山 画 上 的 度量 ; 赋 于 的 这 个 度量 - 般 
来 说 足 非 欧元 里 得 的 . 称 庆 量 (20) 为 在 曲面 上 的 诱导 度量 . 

灶 丁 超 曲 面 F(x!,… ,z") 一 grad F 关 0 的 情形 ( 涝 87/8z7 基 0), 度 基 (20) 
有 形式 


iF; 
gi; 二 二 ;十 , 
部 忆 
其 中 Fs = 2 
4. 曲面 的 面积 


训 果 我 们 有 其 堂 标 x,y 的 欧 氏 平面 及 平面 上 的 区 域 U, 则 区 域 六 的 而 积 可 用 下 
而 的 二 重 积 分 (7) 来 量度 : 
or{U) = ff dro. 
f 


如 果 我 们 作 变 量变 搜 (一 -一 对 应 的 ) 


T= ru), Y= yu,v), (21) 


划 我 们 有 公式 
zt 一 / | 了 aa 一 Tuyu ldudy, (22) 
VV 


其 中 了 为 (4,w) 平面 中 的 区 域 , 它 对 霹 于 (x,y) 平面 中 的 区 域 .因此 我 们 有 


oU) = ff Wav 
Y 
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其 中 .7 屋 变量 灾 换 (21) 的 雅 可 比 , 了 = ma 一 Wutv 问题 是 : 如 果 知 道 了 在 曲面 
7 = rv),r 二 r(xw,y,2) 上 的 黎 曼 度量， 那么 如 何 计算 此 曲面 上 区 域 5 的 面积 ? 这 
时 的 黎 曼 度 星 假定 为 


人 一 gid (23) 


考虑 拭 阵 【95) 的 行伍 式 : 


9 = det(g3) = gilgo — qty = EG— PF > 0. (24) 
定义 7,4， 称 
ofU = f/f vgdudy (25) 
Fr 


为 曲面 =r),r = (x,y,z) 上 区 域 的 面积 , 其 中 TU 作为 (vw, 芭 平面 中 由 

参数 给 出 的 区 域 . 

称 do = Yadudv 为 在 黎 曙 度量 (9;;) 下 曲面 的 画 积 微分 (或 徊 积 元 )}. 

如 此 定义 曲面 上 上 区域 的 窗 积 的 基础 是 什么 ?如 果 在 点 fu, 站) 的 切 向 量 的 内 积 由 
矩阵 {9;;) 给 出 , 那么 为 什么 面积 元 应 该 选取 /gdudw 这 种 撒 式 ? 

为 了 了 解 这 些 问 题 , 我 们 考虑 欧 氏 平面 的 一 对 向 其 ,5 及 平行 四 边 形 从 + jn 
0<AS1,0<ns1， 此 平行 网 边 形 的 面积 等 于 og = 1 - 529 二 |det 4 其 中 A = 


1 器 
人 ] 即 由 向 量 £ = le 十 ez 和 和 中 = el 十 仿 62 对 于 法 正 交 基 eye 的 分 


晶 构 成 的 矩阵 . 
韩 在 提出 号 一 个 问题 假设 给 半 面 以 基 向 量 一, 束 . 又 假设 基 向 量 的 内 积 有 矩阵 


(Ei E7) = 1=1,2, j= 1,2. (26) 
由 向 量 豆 种 可 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 是 什么 ? 此 平行 四 边 捞 的 点 为 A6i 十 
ke2; 0 入 <1,0sns1. 我 们 假定 矩阵 (9;;) 为 下 年 二 次 型 
gt'ti > 0 
的 矩阵 . 
引 理 7.2. 由 向 肢 & 和 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 7, 其 中 
9 = detfgi) = g11922 一 gis. 


证 明 二 次 型 7 可 向 线性 变换 | 化 为 对 角形 :9 = 0iy. 准确 地 就 是 : 米 出 向 
量 etes : 


El1 = QI1181 十 El1362。， £2 一 02161 十 Ga2e2, (27) 
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使 得 (ej, ey) = gy = 547 ( 即 es =1,er 上 2). 出 (27) 得 到 
gt1 = E11) £1) 一 uf 十 Ga?2， 
912 = 921 一 {E1, 62) = GUIQ24 十 (ia22Q12， 


#22 ~ (E2) F2) = a21 + 02,. 


3 矩阵 表示 即 


(==G= 44T，4= (2 »]. (28) 
你 31 O22 
那么 由 向 量 &1 ,5 张 成 的 平行 四 边 形 的 而 和 是 什么 昵 ? 因为 基 fei,ea) 为 法 正 
诡 晶 向量 硬 ,B& 有 (27) 的 形状 , 故 由 下 ,到 张 成 的 平行 四 边 撒 面积 等 于 |det 4|. 但 
det 41 = det 4, 于 是 由 (28) 得 证 


9=daet(gi) = (det A)*?, |det A| = v5. (29) 


引 理 得 证 . 口 
我 们 现在 不 加 证 明 地 回忆 在 二 重 积分 基本 概念 和 与 区 域 面积 相关 的 概念 中 的 -- 
些 基本 思想 . 
考虑 有 坐标 zx! = ,x? = vv 的 平面 中 的 区 域 5 它 由 一 些 耸 段 光滑 的 曲线 阅 
战 . 我 们 将 平面 分 割 成 以 Au 和 As 为 边 的 小 矩形 (我 们 假定 Au 和 Av 趟 向 于 零 ). 
显然 , 区 域 U 的 面积 大 于 (或 等 于 ) 所 有 在 内 部 的 这 些 矩 形 区 域 的 面积 和 . 
定义 7.5， 称 所 有 内 部 的 这 些 和 矩形 的 面积 和 在 Aw 一 0, Av -0 时 的 极限 为 区 
域 1 的 面积 ; 这 时 我 们 假定 了 这 个 极限 是 存在 的 . 
现在 男 外 设 有 一 个 二 元 连续 函数 ftu,v)， 我 们 来 定 交 这 个 函数 在 区 域 r 上 的 
考虑 区 域内 部 所 有 以 Au 和 Aw 为 边 的 矩形 构成 的 矩形 网 格 . 对 于 矩 红 5 我 
们 考虑 阔 数 诈 和 矩形 中 心 的 值 (ua,wa). 作 积分 和 


S{(f,U) = > Flue ValAuAY, 


其 中 是 对 所 有 内 部 的 和 矩形 取 和 和 . 
定义 7.6， 如 果 当 Aw 一 0,Av 一 0 时 , 利 3S(FD) 的 极限 存在 , 我 们 称 这 个 极 


限 为 两 数 fv) 在 此 区 域 上 的 二 重 积分 , 并 记 为 / f fla vw)dude. 
本 


特别 , 当 le = 1 且 uv 为 欧 氏 坐标 时 , 积分 / / dudv 就 是 区 域 0 的 面积 
Li 
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回忆 前 面 我 们 在 坐标 w == 20 = 22 的 平面 上 定义 了 区 域 有 的 面积 , 这 时 的 新 
量 有 形式 dl2 = 11du? 十 29120dudv 十 goadv?, 而 面积 为 积分 


ef -// ydudy. 
U 


为 什么 ? 如果 A&w,Av 是 小 的 ， 则 中 心 在 点 (ua Vr)， 边 为 Au 和 An 的 小 
平行 四 边 形 的 面积 5S。 AuAvy5， 这 出 证 明寺 的 上 述 论 断 得 到 ， 这 里 的 v5 = 
VI — Ht 其 中 i 在 点 (wa,va) 取 值 . 对 于 小 的 Aw,Av, 我 们 有 


> Do 人 >》 ， Vg{ta, Un AWAY, 


在 Au -* 0,Av -0 时 这 个 和 的 极限 为 积分 a(U) = / / V9dudw. 最 后 我 们 推导 出 在 
下 


各 种 表示 下 的 曲面 雷 积 公式 . 


定理 7.2. 1. 设 朋 面 以 图 像 影 式 z = f{x,2) 给 出 ， 义 设 则 面 上 所 给 区 域 U 投 
影 到 {x,y) 笠 面 上 为 区 域 V, 于 是 有 等 也 


o(U) = / | /It f+ drdy. (30) 
VW 


2. 如 果 井 面 由 F(z,y,z) = 0 纵 出 , 而 曲面 上 的 区 域 0 - -一 地 投射 为 (x,y) 
平面 上 的 区 域 VY. 于 是 我 们 有 公式 


|grad 五 | 
人 7 门 一 Er 本 | drdy, (31) 


其 中心 = 2 在 (zy,z) 属于 区 域 UV 时 不 为 霉 . 
3. 如 果 则 面 以 套数 形式 给 出 :r = r{w,v), 则 有 公式 


lt 站 一 ff les relauao, | 32) 
全 


其 中 V 为 (ww) 平面 上 对 应 于 区 域 上 5 的 区 域 , [ru,r,] 为 向 量 积 . 
证 明 3. 同 忆 对 于 曲面 > = f{zx,y) 我 们 有 


91=1+f,， gn2 = ff 922 =1+， w=% v=y. 


i vv 了 = Vagaa 一 各 = /1 十 凡 二 及. 由 定义 7.4 给 出 的 曲面 面积 便 得 到 此 重 
论断 . 
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EE 


2. 对 于 记 关 0 的 Fwy2) 二 0, 有 === 二 V1 二 1 十 912 一 


2 
9 gm 一 1+ 磁 . 像 在 第 1 小 节 中 并 样 可 验证 


Tr2 FR leradFl| 
V9 二 litjatE- | 五 -| “ 


3. 回忆 对 于 = 7festzl 二 2 三 名 我们 有 gsi = fraoyay 因此 对 由 向 量 
wa 和 7 张 成 面积 等 二 |, ro 的 平行 四 边 形 , 我 们 有 


站 二 011022 ™ gi2 ra rj 


of 站 = [f [bee ra elereto. 


定理 得 证 . 口 
这 样 , 我 们 相信 面积 确实 像 长 度 一 样 , 能 够 被 对 在 每 点 的 切 向 基 给 出 的 内 积 (9;) 
所 确定 . 


于 征 由 定义 7.4 得 


习题 


7.1， 三 维 空间 中 的 环 面 7? 是 围绕 直线 旋转 形成 的 曲面 , 而 这 条 直线 处 在 此 加 
所 在 的 平 而 中 , 当 出 此 环 而 的 参数 方程 和 在 此 环 而 上 的 诱导 度 工 . 
7.2， 计算 出 旋转 椭 款 向 的 第 一 基本 形式 ; 机 球面 方程 为 


2 2 
由 这 
i 


. m2 Bp2 
7,3， 求 在 旋转 面 
Tt Pp) 一 《Pa eos Pp, Plu) sin oo zf) 
上 的 诱 时 虎 熏 . 验证 它 的 经 线 fp = 常数 ) 和 纬 线 (w = 常数 ) 构成 正 交 网 格 . 求 站 分 
经 纬 线 之 间 痰 角 的 曲线 . 
7.4. 求 球面 上 的 曲线 , 它 以 已 知 前 a 交 二 经 线 {和 斜 台 线 ). 求 余 怠 线 的 长 ， 
7.5， 设 户 (z,y,z) 为 光滑 的 齐 次 函数 ( 即 Flcz, ey cs) = oF(z,y,z)). 证 明 : 在 
通 F(x, yz) 二 0 上 的 度量 在 坐标 床 点 之 外 呈 欧 几 里 得 的 . 


证 
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1. 欧 氏 空间 中 曲面 上 曲线 的 曲率 
设 在 一 维 欧 氏 空 间 中 给 出 了 曲面 , 而 (xo, yo;z0) 为 它 上 身 的 非 异 点 . 我们 首先 
假设 z 轴 重 让 二 曲面 在 点 (ezo, 加 , 2 如 ) 的 切 平 面 . 于 是 曲面 在 点 (zx0, yo, 加) 附近 由 方 
程 一 mo 芒 局 部 地 给 出 , 其 中 am = 六 ao 加 ), 且 
of| of 
Br | zr Oy 


了 一 TH 
一 20 


一 0， 即 Erad 上 ~ 0. {1) 


: 站 
由 二 0 


m= 
是 一 3 


考虑 盟 数 z = 了 {z,y) 的 二 阶 微分 , 即 瑚 六 = 庆 wdz? 二 27sdzrtiy 十 fyyay, 并 作 短 阵 
(0 ) i 一 fninis 革 趾 wl = zz 二 yy ( 称 此 第 阵 为 黑 塞 答 阵 )， 考 庶 在 点 (ro0, wo, zo) 
满 是 grad 了 = 0 的 这 个 二 次 地 的 矩阵 . 

定义 8.1， 设 曲面 z = f(z, 在 点 (zo;go; 20) 有 grad /= 0. 称 短 际 (63y) 的 

特征 值 为 此 曲面 在 这 点 的 主 曲率 . 称 知 险 taii) 的 行列 式 为 在 这 点 的 高 斯 曲率 ， 

称 甜 阵 的 迹 为 在 此 点 的 平 的 曲率 (或 中 间 这 1 迹 a 十 dzo 二 三 十 Ko, 和 ro 为 

特征 值 , 高 斯 曲率 KK = jks = detfaij] 一 alla22 一 G12021. 

我 们 将 在 第 四 章 看 到 , 时 面 的 高 斯 曲率 只 与 这 个 曲面 内 在 的 度量 性 质 有 关 . 

到 现在 我 们 是 在 一 个 与 所 讨论 的 点 有 关 的 特 吻 的 坐标 下 定义 了 则 率 的 概念 : 要 
求 * 四 垂直 于 卓 而 , 而 向 > 利 3 在 这 点 切 于 它 , 或 者 说 , 局 部 地 > = f(z,y) 的 grad 了 
在 点 (foot z0) 为 0 为 了 在 任意 坐标 下 定 羡 这 些 明 , 我 们 转向 曲面 上 曲线 的 曲率 
理论 . 

设 曲 面 以 参数 形式 给 出 : 


了 二 了 (2 0). (2) 
本 是 在 每 个 非 异 点 有 [rru] = jesralr 其 中 为 遇 面 的 单位 法 向 量 ， | 到 = 上 考 
庆 遇 在 上 上 昌 线 了 = 了 feat 有 :af 我 们 有 上 一 r 在 十 站 宕 一 [ras 十 27oute 十 Powd2) 十 
(ra 站 二 条， 因为 7 上 和 rr, 上 m, 我 们 得 到 


罗 ， ry 一 {Tw my 十 2{riws mu 十 {Tes m)s2 
一 1 全 3 十 251249 十 22 人 2 ， 


(3) 


结论 “加 速度 的 法 向 投影 ff, za) 是 在 局 部 坐标 4 二 ar ~ 2 下 速度 向 量 ( 册 动 
的 二 次 型 . 
全 b1 = 二 上 ,bz = 2,b22 二 NN. 我们 有 


(Fmydt? = byydridr’ = Ladv? + 2Mdudv + Nduy. 


定义 8.2. 称 表 达 式 他 ,md 为 遇 面 (2) 的 第 二 基本 型 (第 二 二 次 型 ). 
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设 同 线 w(t),v(1) 套 照 于 自然 参数 + 二 71. 依照 对 曲线 r = 的 = r(w(8),v(8)) 的 
弗 莱 纳 公式 , 我 们 有 


其 中 n 为 此 曲线 的 主 法 线 , 上 为 曲线 的 曲率 . 因此 全) = 上 (n,n) = kcos 9 其 中 日 
为 m 与 1 闻 的 角 . 由 此 得 到 


keos dl? = (F, myd2 = Ldu? + 9M dudv + Ndv? = hydridzi, 
TT =U 一 也 


其 中 a2 = gisdrwidzr! = Eduw? + 2F'dudv + Gav?. 
秆 论 bdridri 
{ 应 该 记 作 ,在 相似 的 记号 下 dx: 并 不 是 一 个 独立 的 微分 , 而 应 理解 为 da = fidt.) 
进而 证 时 了 
定理 8.1. 三 维 空间 中 曲面 上 的 曲线 的 曲率 乘 以 曲面 法 线 与 曲线 主 法 线 间 夹 第 
的 余 纺 , 等 于 在 曲线 切 向 且 上 第 二 基本 型 与 第 一 基本 型 的 比值 . 
推论 ”如果 曲线 为 曲面 与 曲面 在 这 点 的 法 平面 的 交 线 , 则 cos #8 = 1, 从 而 


kcos 8 = 


， brdz'idri 

一 EC (5) 
2. 二 次 型 偶 对 的 不 变量 
现在 , 在 曲面 的 每 一 点 都 有 了 一 对 二 次 型 
1) dt? = WE dxtdr?, 【6) 
2) (Fmdt? ~— birdwidei. {7) 


并 且 形 式 dt? 为 正定 . 
在 代数 中 我 们 知道 对 一 个 二 次 堪 的 侦 对 有 什么 样 的 不 变量 ? 
考虑 于 面 上 的 一 对 二 次 才 , 它们 中 的 一 个 是 正定 的 庶 这 两 个 二 次 型 的 矩阵 分 


别 为 
= 全 2 OQ = (2 | (8) 
g2l ga2 21 bz2 


(9g21 二 912; b21 二 512). 作 方 程 


detl(Q ~ AG) = 0, (9) 


或 


(011 — Ag11) (ba2 — Aga2) — {bh12 — Ag12)* = 0. 
称 这 个 方程 的 根 入, 和 hs 为 这 个 二 次 型 偶 对 的 畦 丁 值 ， 
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| 解 线性 方程 组 
{B11 — Ng + (bi2 一 gl) = ,| (10) 
(bi2 — A912)6 + (b22 — M922)£? = 0, 
其 中 8},&2 为 未 知 的 , 1 二 1,2. 
如 果 和 为 ,和 9 为 特征 值 , 则 方程 组 (10) 有 非 平凡 解 
| 一 (和 人) 和 户 = (各 
向 量 天 ,fs 的 方向 被 称 做 这 个 一 次 型 偶 对 的 主 方向 ; 其 中 户 对 应 于 At 户 对 应 
于 Az, 
像 以 前 那样 , 以 gi;,5,7 = 1,2 代表 平面 的 基 向 量 的 内 积 le;,ey)( 于 是 形式 gp 给 
| 出 了 黎 曙 度量) 


引 理 8-1， 如 果 二 次 型 偶 对 的 特征 件 互 不 相同 , 则 主 方向 正 交 . 
我 们 有 两 个 主 方向 户 , 户 ， 
=tiler+éties, f= éde1 十 cea. 
按 定 广 . 止 交 性 的 意思 是 
| (fi fa) = 的 和 号 = 0. 
证 明 我 们 选取 平面 的 一 对 向 量 ,do, 使 (di, gj) = 站 , 由 于 矩阵 (95 ) 对 应 的 
二 次 型 是 正定 的 , 这 样 的 让 ,ds 存在 . 因为 可 经 线性 变换 使 此 和 矩阵 变 为 平方 和 . 我 们 
现在 在 新 基底 d1,dz 下 考察 第 二 基本 型 . 设 
如 一 oo， 权 一 {oi). {11) 
在 新 基底 四 ,de 下 的 第 一 和 第 二 基本 型 分 别 记 为 E 可, 则 
1) G = (tq, dy)) = (6;) 或 后 = ( 小 故而 GG = ATA; 


0 
2) Q= ATOA. 
因为 G= 4T4. = 二 A104, 故 
QAG = AT(IO — A.1)4, 


det(@ — AG) = (det A)*det(@ — A.11. (12) 
注意 , det 4 一 det AT = y5 一 Vdct 全 关 0. 所 以 方程 (9) 等 价 于 方程 
det(@ — A.1})=0. (13) 


在 基底 二 ,dz 下 的 内 积 是 欧 几 里 得 的 . 它 给 出 了 单位 矩阵 = 1 = (64j)， 由 民 
数 课程 知道 , 二 次 型 @ 所 可 经 旋转 化 为 具 对 角 短 阵 的 二 次 型 , 而 它 的 特征 向 量 方 , 户 
在 通常 欧 氏 意义 下 为 正 交 . 引 理 得 证 . 口 

这 个 引 理 是 关于 经 施 转 化 欧 氏 平面 中 一 次 型 为 对 角 弄 的 定理 的 另 种 形式 
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3. 第 二 基本 型 的 性 质 
我 们 现在 回 到 一 维 砍 氏 空间 中 沿 人 面 的 第 一 和 第 二 基 市 型 : 


gi dr Adri 一 a 站 4) 
Bisdridzi 一 他 rd wl =u r=y. 【15) 


这 两 个 二 次 型 的 比值 是 法 平面 交 线 的 曲率 . 

定义 8.3.。 称 这 个 二 次 型 偶 对 的 特 和 外 人 秆 为 在 所 给 点 上 曲面 的 主 曲率 . 称 这 两 个 

主 曲 率 的 积 为 曲面 的 高 斯 曲率 , 而 它们 的 和 称 为 曲面 的 平均 曲率 中 ( 蕊 中 曲率 )， 

例 8.1.， 设 曲面 巾 形式 z = flz,y) 给 出 , 并 设 在 所 讨论 的 点 (x0,yo) 上 有 f= 
万 =0( 即 在 此 点 z 轴 垂 直 于 曲面 的 切 平 面 ) 尖 = 一 让 一 fu,v)， 对 第 一 和 
第 一 基本 型 (在 所 给 点 Ca, Yo) 上 ) 我 们 有 


CE) gi=1, ga =1, gi2= 0 = 0 (9 = 56) 

(了 ) L=h = (rom) = frr(F0, yo), 
MM = 2 = trav I = fey tro, yn), (16) 
N= bo = {row, m) = fyylto, yo), 


其 中 向 量 mz 同 于 z 轴 上 的 单位 向 景 . 
因此 , 在 所 研究 的 点 上 第 二 基本 型 有 形式 


bisdo' de’ = 万 :aaaidez = d?F. (17) 


det (二 fe] . 
fry foy 
由 方程 (fo 一 和 j(fy 一 为 ~ {fzy)? = 0 可 求 出 特征 值 , 因为 这 时 我 们 有 9 = 56. 
在 这 个 点 上 曲面 的 切 平面 平行 于 (x,y) 平面. 而 在 此 点 的 主 方向 可 通过 解 下 而 
方程 得 到 : 


这 时 的 高 斯 曲率 便 等 于 行列 式 


(fr — ALG)ET = 0， 7 二 1,2， 解 出 方 ， (18) 
(are 一 A260) 一 0，j ==1,2， 解 出 所， (19) 


由 引 理 8.1 知 广 上 户 ( 这 里 像 以 前 那样 ,f= (各 请) = 1,2), 故而 我 们 可 以 以 单位 
主 方向 向 量 为 新 的 坐标 z',y', 只 要 进行 (z,y) 平面 中 的 旋转 邵 可 . 为 此 只 和 链 和 1 # 和 


”中常 称 主 此 京 的 半 有 和 为 孙 芍 由 束 
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在 新 坐标 (zx',y',z) 下 , 我 们 有 
= 一 FU 


其 中 二 xcos 如 十 扩 sin py 二 一 X'Sin 二 ycos oo 为 旋转 角 . 
在 新 坐标 下 , 第 二 基本 埋 具有 形式 (只 在 所 考虑 的 点 .上 ) 


Arfeae 二 af {20) 


我 们 得 到 了 在 所 给 点 处 的 法 截 线 的 昌 率 为 
Act 二 


1 ar ayy 31 
住所 给 点 处 的 法 截 线 的 切身 基 e 为 e = (全 的, 其 中 
dr idt, dy = ydt. 
因此 我 们 有 . jy i 
ra le yy 3 


其 中 = 为 xz 轴 与 法 截 线 的 切 向 和 量 之 间 的 夹 角 . 

因此 ， 存 我 们 特别 选取 的 坐标 系 下 建立 了 等 式 丰 一 a co a 十 asin2 mm， 称 此 各 
式 为 欧 拉 公式 . 事实 上 , 它 痊 任 意 和 坐标 系 下 都 成 立 . 

定理 8.2， 法 截 线 的 曲率 为 


下 二 Acos2 ea 十 Aa Sir 人 


其 中 和 1,32 为 主 曲 宰 , e 为 曲 而 上 法 截 线 的 切线 与 对 应 于 入 的 主 方向 之 间 的 
赤 角 
证 明 我 们 在 曲面 所 z = f(z,y) 给 出 并 在 所 等 虑 的 点 (zo, yo) 有 万 = 记 = 人 0 
的 情况 上 证 明 政 扩 公 式 . 但 是 , 由 于 所 要 证 明 的 结果 不 依赖 于 坐标 的 选取 , 故而 我 们 
总 能 在 所 考 虚 的 点 上 选取 相关 的 学 标 使 得 z 轴 与 曲面 在 这 点 正 交 , 而 x 和 y 轴 切 于 
此 曲面 并 相互 正 变 ( 莫 至 可 以 是 主 方 向 ). 于 是 在 已 知 点 的 邻 域 中 曲面 有 形式 


= /fmD, f= 


除 此 向 外 , 如 果 wy 轴 是 主 方向 的 话 , 在 此 点 更 有 foy = fw =0. 那么 入 一 fos,X2 一 

jyy. 因为 我 们 已 经 在 这 样 的 坐标 中 推导 出 了 欧 拉 公式 , 故 定理 得 证 . 器 
注 把 z 轴 的 方向 变 为 相反 时 主 出 率 的 符号 也 随 之 改变 

注意 欧 拉 公 式 的 直接 推论 : 如 于 入 > 和 hz, 则 和 1 和 32 是 在 所 给 点 处 最 大 和 最 小 

的 法 截 线 曲 率 (考虑 符号 ). 


我 们 来 给 出 对 第 一 基 木 型 有 用 的 公式 
如 果 山 面 以 z = f(z,y) 形式 给 出 , 则 第 二 基本 型 的 系数 为 (这 里 = 如,y= 二 甸 


Tw 一 (1,0, fr), my 二 (0, l1, fy), lr Tl 一 (— fs —hy, 1), 


Tutr 二 (0, 0, frr), Tuv 一 【0， 0， fry), Tam 二 {0,0, fyy), 
om fh) 


= b 
Ie | V 从 和 7 


1 C3) 
M = bz = b= = bez = 一- 一 - 
ry -VITA+R 
由 此 得 到 | 
Red 一 [天 aidz7)， (24) 
4 1 十 f2, 十 2 


回想 我 们 对 系数 wy 有 公式 (7.15); 


g11 =1+ fi 的 3 一 go 二 frfy; 8522z= 工 | 及， 


25 
9 = 9092 — gt ~ 1+ f21 有 (25) 
我 们 有 下 而 的 定理 : 
定理 8.3， 幅面 的 高 斯 肌 率 为 第 二 基本 型 和 第 一 基本 型 的 行列 式 的 比值 
= biibaz — bss (26) 


FLO22 一 9 
特别 地 , 如 ! 困 曲面 以 图 像 * = f(x,y) 的 形式 给 出 , 则 有 公式 


drrfyy ~ fry 
t+ 
证 明 特征 秆 X 和 Xs 由 方程 (9) 


det(@ ~ An =0 


决定 , 其 中 @ = (六  ) os- -基本 型 的 第 阵 , 而 G = (giy). 我 们 注意 到 Q@ 一 AG = 


(bi ~— hgi3) H det(Q — XG) = (oa — Mg11) (ba2 — X922) 一 (B12 一 Ag) 知 隆 G9 二 (gy) 
正定 , 从 而 非 异 . 因而 


det(@ — XG) = det G .det (G71Q — A .1), 
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其 中 det 上 G 关 0. 解 方程 etfG-! 和 一 :了 = 如 然而 可 确定 特征 值 A 和 Xz. 回想 代 
数 中 的 结果 : 矩阵 的 所 有 特征 值 的 积 等 于 它 的 行列 式 , 特别 , det A = 和 3%2 是 二 阶 抵 
答 的 情 撒 . 令 4 = G7-10, 我 们 有 

MXM2 = det{ GQ) = 3 S =K 


由 此 知道 高 斯 山 率 等 于 第 二 上 时 本 型 各 第 一 茶 本 型 的 什 阵 的 行列 式 的 比值 . 

更 进 一 些 , 如 果 曲 面 由 z = jz 让 给 出 , 则 biy,giy 由 公式 (23) 和 (7.15) 给 出 . 
计算 行列 式 并 作出 比值 便 得 到 高 斯 曲率 的 公式 . 口 

推论 如果 曲面 申 图 像 z = f(z,g} 的 形式 结 出 , 则 高 斯 项 率 的 符号 与 行列 式 

fursfyy -12 的 符 导 一致 , 这 是 因为 有 

四 frz fyy 加 到 
Kr 

例 8.2， 没 曲面 由 > = f(z,y) 给 山 , 其 中 王 数 f(z,g) 满足 拉 普 拉 斯 方程 f+ 
hy 二 0. 因为 fr = 一 Dg; 上 frwjfyy 一 所,<0. 于 是 高 斯 曲率 处 处 有 天 < 0, 其 中 两 
个 导数 户 。, fy 中 至 少 有 -个 不 为 零 . | 

我 们 要 找 出 高 斯 曲率 的 几何 意义 . 对 所 给 曲 而 上 的 点 (m0,3%, z0), 我 们 选取 法 正 
交 标 各 (zx,y,z), 其 中 z 轴 正 交 于 曲面 . 于 是 局 部 地 曲面 可 写成 * = ffz, 切 , 其 中 所 
和 向 在 此 点 为 0. 

御所 给 点 我 们 有 gi; 一 5， 这 是 因为 这 时 gu = 1+f2,912 = ffy,g22 =1+ 六; 
另外 到 二 有 1 = fxz,M 一 bt == frys NN = ba = fyy. 

我 们 分 析 三 种 情 粮 . 

1 > 和 0 ( 作 点 = zo,y 二 yo 国 数 f(z,w) 取 机 小 ,图 10,8). 

2. 下 >0,A1 < 0, 和 a 之 0 (在 点 = zoy = yn 函数 ftx,2W 取 极 大 , 图 10,p). 

3. 五 <0, 因 此 入 >0 和 <0 或 者 相反 , 这 是 壕 点 ,或 " 变 尺 " 点 (图 10,c). 


(27) 


阁 10 


结论 在 天 >0 时 曲面 局 部 地 处 于 所 考虑 点 处 的 切 平面 的 …- 侧 . 在 <0 时 
曲 疝 必定 在 任意 靠近 切 点 处 与 此 点 的 切 平面 相交 . 
如 盯 高 斯 曲率 处 处 为 让, 则 此 曲面 是 严实 旺 击 面 . 
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习题 


8.1， 求 -曲面 , 其 所 有 法 线 变 于 一 个 点 . 
8.2， 计算 下 面 旋 转 面 的 第 二 基本 型 : 


的] 一 人 (Pogs Pp{u) sin 和 AT > 0 
8.3， 计算 下 而 曲面 的 高 斯 昌 率 和 平均 有 币 率 , 曲面 方程 为 
2 = FX) + gly). 


8$.4， 证明 : 如 果 三 维 欧 氏 空 间 中 的 曲面 其 高 斯 和 六 均 上 曲率 恒 间 于 零 , 则 此 曲面 
为 平面 
8.5， 让 明 : 出 而 * = f(z,y) 上 平均 曲率 豆 等 于 


aa erad f 有 
vl+ |grad fl: 

8.6， 设 曲面 3 帆 一 条 有 具 山 率 友信 的 已 知 有 曲线 的 切 直线 构成 . 证 明 : 如 果 曲 线 
在 保持 &(D) 不 变 情 形 下 扭曲 , 则 相应 的 曲面 保持 了 度量 不 变 . 

8.7， 如 桌 且 面 有 形式 


人 一 .426u2 + 有 2do2 A = A v),B = Blu,), 


5 人 (人 


8.8， 证 明 : 具有 零 平均 曲率 的 叭 --. 的 旋转 曲面 为 平 而 和 悬 链 面 , 这 里 的 悬 链 而 
是 由 曲线 x 二 P+ 绕 y 轴 旋 转 得 到 


则 其 高 斯 师 产 为 


$59， 球面 的 度量 
半径 为 忆 球 心 在 坐标 原点 的 球面 52 < Ra 由 方程 


2 十 给 十 22 一 五 2? {1) 


给 出 , 在 球面 坐标 ,9,y 下, 这 个 球面 帆 方程 > 一 ,0,y 任意 给 出 . 所 以 参数 (6,;p) 
下 以 作为 球面 上 的 局 部 坐标 . 因为 要 去 掉 它 的 北极 和 南极 点 ( 即 8 二 0 和 8 二: 这 是 
球面 坐标 系 的 人身 点 ; 参看 红 ). 已 知 (83.1) 在 球面 坐标 下 的 欧 氏 度量 dx? dy? + dz2 
取 下 面 的 形式 : 


dr + dy + dz = dr? + r2(d0? + sin? Od?). (2) 


8§9. 球面 的 度量 - 67 - 


在 曲面 > = 如上 微分 dr 化 为 零 , 从 而 对 球面 在 坐标 (9, sp) 下 的 度量 有 形式 
dl? = Ra + sin2 dp2). {3) 


2 
在 这 里 0se < 27,0<9<7 (图 11). 在 点 0 的 小 邻 域 中 有 sin 9 9. 因此 5 近似 地 


等 丁 欧 民 度 基 三? + 2dip?( 在 极 坐标 外 2 下 ) 考虑 球 而 在 平面 上 的 球 极 投影 (参见 
图 12, 去 示 了 球面 的 平面 截 线 映 射 在 此 平面 上 )， 这 里 的 (9,w) 是 球面 .上 的 坐标 ， 而 


(sp) 是 平面 上 的 极 坐 标 . 从 图 12 看 出 有 yp = Pr = 尽 cot 9， 利用 这 个 变换 公式 我 
们 可 以 把 度量 (3) 用 于 标 mw( 或 是 以 坐标 = 信 重 写 为 
4R+ 4R4 


可 (dr? 十 r2dp2] 一 RT + dy?). (4) 


cl? 


Tr 


图 11 沿 着 半径 次 8 = 的 圆周 所 量 出 的 点 4 图 12 球 极 投 影 :(6, wp) 一 (r, 全 )， 
与 8 之 问 的 长 等 了 0, 就 是 说 圆 知 的 边缘 粘 合 成 
一 个 点 , 这 第 出 了 一 个 二 维 球面. 


4R1 


显然 , 球面 的 度量 由 平面 的 欧 氏 度量 乘 以 函数 To 得 到 , 即 
于 及 4 : 
di 球状 = (BR? 二 二 训 方 中 平 而 (5) 


例 9.1. 求 在 球面 上 半径 为 p 的 圆 盘 的 周 长 和 和 
面积 . 设 圆 周 的 中 心 在 北极 N (点 8= 0; 图 13). 而 
加 周 的 半径 p = 只 如. 因此 圆周 的 方程 为 8 = pj 有 RR， 
0 和 pp < 27. 半径 为 p 的 圆 盘 为 区 域 spi/R,0<p < 
27. 在 曲线 9= pj R= 常数 上 我 们 有 


dl = FR2(d0? + sin? dp7) = R? sin? 二 ae?， 


因此 长 i 等 于 


图 13 球面 上 半生 为 4 的 固 担 


2n 
i =/ Rsiy 后 cd = 27 忆 sin 后 . 6) 
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我 们 看 到 , 当 p = xR/2 时 长 度 最 太 (赤道 ji 当 p 一 xR 长 度 为 0 (南极 点 ). 由 
公式 (6) 得 到 在 球面 上 了 疝 周 长 i。 和 半径 p 的 比值 总 小 于 2r : 
sin(p/ 已) 
p "piR 
求 于 径 为 p 的 圆 盘 的 面积 oo. 由 dL? 的 表达 式 (3) 得 到 V5 = 户 |sin 创 . 因此 
面积 


< 27, p>U. 


pi 2 
av = f/f P|sin gldgdp = mf sin oo 人 dy 
[0 0 


DPDEpA 下 


= 2x Q 一 COS £) ， p< (7) 


由 RB: 
当 p= TB 时 我 们 的 关 盘 与 整个 球面 吻合 , 从 而 我 们 得 到 了 球面 而 积 等 于 4 局 2. 


2 
[5 时 JE 中 si pn A 2 站 总 pp ， FE fm | 
如 果 半 径 p 小 , 则 sin 让 1- cos ~ 2 我 们 得 到 


tp = 27Rsin £ ~ ITR, Do 一 27 再 6 一 Cos 5) 2 NA, 


即 在 小 半 从 下 我 们 得 到 此 长 度 和 而 积 近 似 地 有 与 欧 几 里 得 几何 中 同样 的 公式 . 

现存 来 求 半 花 为 R 的 球 向 的 高 斯 曲率 和 平均 山 率 . 我 们 注意 到 球面 的 法 截 线 是 
半径 为 R 的 阅 ( 称 其 为 球面 的 大 圆 ). 内 此 任意 法 截 线 的 曲率 为 常数 , 它 等 于 -1( 套 
看 弛 .1). 这 样 , 第 一 基本 型 的 两 个 特征 得 相等 , 等 于 ER-'. 就 是 说 , 球面 的 高 斯 曲率 
等 于 1/ 3, 而 平均 利率 等 于 2/R. 

转向 球面 度 呈 的 运动 样 . 所 有 绕 坐 标 原 点 的 空间 旋转 都 把 半 徐 为 玉 的 球面 变 到 
日 己 . 这 个 旋转 四 开交 和 矩阵 给 出 , 它 保持 了 球面 上 的 黎 虹 度量 不 变 . 因此 球面 92 的 
运动 由 正 交 矩阵 确定 . 回忆 84.3, 我 们 记 正 交往 阵 群 为 0(3), 称 其 汶 完 全 正安 群 . 每 
个 旋转 可 以 用 三 个 参数 来 描述 , 因此 , 球 而 的 度量 至 少 是 运动 的 三 维 集合 . 

重要 注解 ”我 们 已 看 到 , 球面 的 所 有 可 能 的 变换 , 当 由 正 交 年 阵 给 出 时 , 是 个 运 
动 . 内 此 群 O(3) 包含 了 球面 9? 的 所 有 运动 . 但 是 我 们 月 前 还 未 能 证 明 群 O(3) 实际 
上 就 是 所 有 送 动 的 群 . 但 这 个 结论 是 对 的 . 任何 保持 52 上 度量 不 变 的 变换 必 是 R3 
中 的 线性 和 正 交 的 变换 . 然而 对 此 事实 的 严格 证 明 要 求 引进 测 地 线 的 概念 ， 我 们 将 
在 第 四 章 中 回 到 这 个 问题 . 


810. 在 伪 欧 氏 空 间 中 的 类 空 曲面 


1. 伪 球 面 
沉 虑 坐标 为 (£,x,g) 的 三 维 伪 欧 氏 空间 , 其 中 的 伪 菊 氏 度 量 为 


dl = dt* — dry? - dy?. (1) 


S10。 在 伪 欧 氏 空 间 中 的 类 空 曲 面 .6 的 ， 


半径 为 RR 的 在 R3 中 的 伪 球 而 由 方程 
2 (2) 
给 出. 这 是 在 三 维 空 间 中 的 双 叶 双 曲 面 (图 14). 伪 球 面 整个 落 在 光 忽 六 一 + 一 二 0 
的 内 部 , 从 而 在 伪 款 面 学 标 p,x,¥( 见 {3.11),(3.12)) 下 由 方程 
0 一 吾 ( 二 时 
p= 一 上 (于 ) 


给 出 . 我 们 将 在 后 面具 考虑 双 曲 面 的 上 时, 即 p = R. 回忆 在 伪 欧 氏 举 标 p,x, ww 下 度 
量 d 一 dr? 一 dy? 具有 形式 ( 册 3.12) 


dl = 一 p2(dx2 + shxdie”) + dp?. (3) 


因此 在 双 曲 而 上 有 

—dl 一 Ri(adx? + sh :xdp’), (4) 
其 中 dp = 0., 这 样 , 伪 欧 氏 ( 即 不 定 的 ) 度量 在 伤 球面 上 诱导 的 度量 为 负 定 ， 它 等 价 
于 伪 球 面 一 2 一 = R? 在 有 R} 中 是 类 空 的 双 帕 而: 这 个 曲面 的 切 向 量 总 是 类 空 
的 (在 其 上 ad? < 中. 

定 光 10.1. 称 度量 (4) 为 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 ， 

以 业 比 于 上 _- 节 中 的 方法 可 以 建立 伪 球 面 到 (zx,y) 平面 的 球 极 投 影 . 伪 球 面 的 
中 心 为 原点 OO, 北极 为 华 标 是 (R,0,0) 的 点 , 南极 是 坐标 为 (RB,0,0) 的 点 ,我们 以 
开 圆 生 说 十 J < 2 为 伪 球 的 上 平 部 {图 15). 假设 人 ,区 ,YW) 闵 盆 球面 上 点 PP {其 中 
E > 上 0) 的 坐标 , 并 设 (oo 为 点 A{P) 的 坐标 , 其 中 为 球 极 投影 . 我 们 要 算出 这 两 
种 坐标 之 问 的 显 式 联系 . 由 图 15 可 明显 看 出 

2_ ttR g_ttaR 


直 再 wv RR 
由 此 有 二 = wll 二 以 RR),y 一 v1 十 tR)， 将 x 和 的 这 个 表达 式 代 人 出 而 方程 
太一 二 2 得 到 
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i= -- 
R(t )， (5) 
由 此 ， 
| 2 R24 加 2 R20 
”= R2 -- 12 2 YT Ro (6) 


公式 (5) 和 (6) 就 是 我 们 所 要 的 关于 球 极 投影 的 公式 .现在 可 以 在 坐标 (uw) 下 求 
伪 球 面 上 度量 (4) 的 表达 式 了 . 直接 的 计算 表明 
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图 14 图 15 


4R4 
(2 十 02 一 R22 


刀 外 【〈 像 对 球面 52 那样 ), 在 坐标 ww 下 的 伪 球 面 的 度量 与 欧 几 里 得 半 面 的 度量 成 
比例 . 带 有 负 号 的 在 刀 十 ww < 到 这 个 圆 报 上 的 度量 (7) 被 称 做 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
的 应 加 菜 度 量 模 型 . 如 果 在 圆 盘 以 十 ?< 到 上 引进 极 坐 标 (7,wp), 则 风 巴 切 夫 斯 基 
度量 被 写成 


一 于 二 一 (人 ~ dx? — dy’) = (du? + du?). [四 


4R+ 
(2 一 r3)3 
显然 它 类 似 于 球面 S? 的 虚 量 (参看 (9.4)). 
我 们 把 球面 8? 的 度量 形态 与 罗 巴 切 夫 斯 基 玫 面 /2 的 集中 放 在 - 张 表 里 (R= 
1) : 


dl? 一 dr? + r2dp*). (8) 


92 元 
d92 + sin? O(dsp)? dx? + sh*x(dyp) 


dz? + dy? cz2 + dy? 
(1 + 2 十 32)2 (1 — 2 一 32)2? 


z+ 1 


我 们 考虑 另外 一 个 罗 巴 功夫 斯 基 度 最 的 表达 形式 .由 复 变 攀 数 论 中 众所周知 的 
事实 知道 , 存在 复 平面 的 分 式 线性 变换 把 上 半 平 面 变 为 单位 出 盘 . 我 们 给 出 这 些 变换 


双 0D， 在 伪 欧 氏 空 间 中 的 类 空 曲面 ?1 


下 的 一 个 :z= (1 + i 一 iw)( 图 16). 如 果 我 们 令 z 一 和 十 刘 ; 和 二 了 十 说; 于 是 我 
们 在 单位 圆 盘 .引进 了 新 的 坐标 【zy > 0. 直接 的 计算 指出 , 罗 巴 切 夫 其 起 本 


dl? 一 和 y>0. (9) 

称 度量 (9) 为 罗 巴 切 去 斯 基 儿 何 的 克 
菜 因 度 香 模型 . 

我 们 来 我 由 册 巴 切 夫 斯 基 玫 面 的 
运动 群 ， 空 间 了 的 任意 伪 正 交 变 换 图 16 
( 见 86.2) 保持 形式 太一 x2 -yg 不 变 ， 
所 以 把 乙 球 面 芝 一 到 一 妈 = 天 变 到 自己 .但 是 0(1,32) 中 的 变换 能 交换 伪 款 而 的 上 
半 部 和 下 半 部 . 因此 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面包 售 了 OO 2 中 的 正 时 序 变 换 . 在 第 四 章 中 
将 指出 这 两 个 群 相 同 . 于 是 罗 巴 切 友 斯 大平 面 就 像 球 面 和 欧 玫 平面 -一 样 是 具有 运动 
的 三 参数 的 集合 . 

2.， 展 ? 中 类 室 曲 面 的 曲率 

Ri 中 一 个 曲面 是 类 空 的 是 说 它 的 每 个 切 向 量 是 类 空 的 . 换 名 话说 , 闵可夫 斯 基 
度量 d= dB 一 dz? -dy? 在 曲面 十 诱导 出 负 定 的 度量. 

对 于 曲面 由 函数 t= f{w,y) 的 图 像 给 出 , 在 曲面 上 的 度量 有 形式 


d= (dP dr? dy) = {1— f2)dr? -2fofydrdy + (1 — f2)dp = gdridz’, 


X=, 22=y. 


我 们 有 det{ gs;) 二 1 并 一 Re:; 曲面 的 单位 法 向 量 n= 人， fy} =( 类 时 的 ). 曲面 
的 第 一 基本 型 由 等 到 ”| 


by = (Brg 


j= 1,2 
定 艾 , 令 jo 
et b; 
= det rr (10) 
来 引进 类 空 曲 面 的 高 斯 册 率 . 那么 对 于 由 方程 t= f(x,y),1 一 成 一 六 > 0 的 曲面 , 则 
由 类 似 于 88 那样 , 有 


有 Wn 
特别 地 , 对 于 双 有 曲面 如 一 2 一 正二 1( 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ) 我 们 得 到 了 KK = -1. 

注 1. 在 第 四 章 中 我 们 将 从 内 药 几 何 出 发 计算 罗 巴 切 夫 斯 基 半 面 的 曲率 . 我 们 
”重新 得 到 五 = 一 1; 并 解释 了 定义 (10) 中 符号 选取 的 康 央 . 
2. 像 在 38 中 那样 , 我 们 得 到 : 高 斯 曲率 到 < 0 的 类 空 曲面 在 有 R》 中 是 上 的 ， 
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$11， 几 何 中 的 复 语 言 


1.， 复 坐标 和 实 坐标 
在 许多 几何 问题 中 常常 使 用 复数 的 语言 表示 . 为 此 我 们 要 在 这 里 解释 一 此 我们 
所 需要 的 简单 事实 ， 
假设 给 出 了 以 a1,… ,enw 为 基 的 复数 域 C 上 的 n 维 线性 空间 C"， 任 意向 区 
¢ e Cr 有 形式 


Sep， 2 = 二， (D) 


其 中 z* 为 复 坐 标 . 空间 《可 以 看 作为 2n 维 的 线性 空间 有 R2+, 这 是 实数 域 上 的 空 
间 , 其 中 在 RR2* 中 的 基 由 


El1: ,En iel, ;ien (2) 


给 出 . 于 是 我 们 有 
并 一 ten = Teer + yr (sen), (3) 
其 中 (v1 ,x?, 2 ) 为 向量 4 的 实 坐 标 . 所 描述 的 这 个 运作 称 为 实 [ 数 ) 化 . 
复 字 间 Cn 的 复线 忻 非 漠 变 换 构 成 群 GL(n, CY). 这 是 n x n 阶 其 行列 式 不 为 等 
的 复 矩 阵 的 群 . 在 实数 化 下 , 每 个 这 种 变换 给 出 了 实 空 间 有 R27* 中 的 个 线性 变换 . 我 
们 因而 得 到 了 一 个 实 化 映射 


Pr :GL(n,C) 一 GL(2n, RY. (4) 


例 11.1， 设 n= 1 我 们 有 一 维 的 复 空 间 , 坐标 z =z 十 络 . 空间 CC 的 线性 变换 
为 乘 以 复数 和 关 0: 


之 上 AZ, (5) 
如 果 和 =a 十 荔 ,o2 十 要 天 0, 则 得 到 


一 纯 填 入 呈 人 十 动 ]Iz 十 说 ] 一 (ez — phy) + ilbr + ay). 


因此 对 应 的 空间 到: 的 变换 由 和 矩阵 


(5 本 a2 十 记 天 0 (6) 


给 出 . 显然 , 由 空间 C 的 复线 性 变换 得 到 的 不 是 空间 R? 的 任意 的 线性 变换 . 
类 比 地 不 难 证 明 , 如 果 在 n 维 的 情形 , 4 为 GL(nC) 中 矩阵 , 那么 4 = 4 十 语 ， 
其 中 4 和 B 为 实 和 矩阵 , 于 是 在 映射 >: GL(n, 避 ) -> GL(2n,RR) 下 我 们 有 


A B 
"0 ?). (7) 
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习题 11.1. 证 明定 阵 r(4) 的 行列 式 为 dot(x( 人) = |det AP. 
注 我 们 要 指出 上 映 射 rp : GL(n, 人 CC) 一 GL(2n, 及 )】 的 入 一 种 描述 ， 如 果 4 E 
GLn;C) 为 复线 性 变换 , 则 对 任意 向 基 < 有 


Alié) = 4 人) (8) 
在 实 化 下 , 乘 以 这 可 由 2n 维 实 空间 中 线性 变换 I 来 实现 
1 0 
-人 (0 小 其 中 7 = . @) 
0 1 
因为 
区 ep 一 ip， 让 ee) = —ek, 


故 在 基 (2) 下 乘 以 守 的 运算 了 = r(i) 的 矩阵 有 (9) 的 形式 , 由 (8) 知道 , 年 阵 了 与 条 
阵 *(4) 可 交换 . 这 表明 此 运算 的 交换 性 . 
在 GL(n,C) 中 有 行列 式 为 1 的 年 阵 组 成 的 于 群 , 记 其 为 SF(n,C)， 


" 埃 尔 米 特 内 积 
在 复数 情形 下 我 们 给 出 下 面 的 空间 Cn 中 的 内 积 : 


足 


从 baje = D2, Ec 一 人 2 (10) 
肾 一 】 


丰 一 1 
这 里 1 = ziei, 等 等 , 而 “-” 表 示 复 共 固 . 它 有 下 列 性 质 : 
(XE MC = A{E, MC, 
,MMe = AE, Me, 
{De = (fe, (11) 
(61 + é2,)¢ = 全 ce + Eo, We, 
(Eyec > 0， 其 中 关 0. 


任意 县 性 质 (1) 的 内 积 被 称 为 埃 尔 米 特 内 积 . 
在 实 化 空间 及 2 中 也 可 以 3 | 进 欧 氏 内 积 a 即 如 时 去 1 一 (zl,. ,7, YT?), 
友 二 《73 则 令 


{é1, €2) n= + yy2). (12) 


不 二 1 
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我 们 指出 , 上 面 的 埃 尔 米 特 内 各 与 这 个 欧 氏 内 积 的 关联 : 
Retél, é2)0 = (1, é2); | (13) 
其 中 Re 表示 复数 的 实 部 . 事实 上 , 我 们 有 


nn 
Reléi, éo)c = ReY (zr + ivt) (x$ ~ ys) 
kl 


特别 , 由 公式 (10) 得 出 : 向 其 自封 的 埃 尔 米 特 内 积 同 于 其 网 几 里 得 内 积 : 
EC = ENR. (14) 


设 4e GL(n,C) 为 复 非 异 线性 变换 . 
定义 11.1， 如果 对 任意 向 量 51,&2 有 


ET df = 全 yo， (15) 


出 称 4 为 机变 接 ， 
如 果 在 基 er ,en 下 , 族 尔 米 特 内 积 有 形式 (10), 而 二 由 矩阵 4 一 (24) 给 出 ， 
于 是 由 此 变换 的 条 件 得 刘 


或 者 号 成 矩阵 形式 : 
AA =1e 和 4 (17) 


(“I" 表示 转 演 ). 西 矩阵 构成 一 个 群 , 以 U(n) 表示 , 称 之 为 酝 群 . 由 (17) 得 出 


det (A A) = (det {dct A) = ldet A = 1, 


国 此 , 西 滤 阵 的 行列 式 的 绝对 值 等 于 1. 群 UV(n) 中 有 子 群 SU (fn), 它 由 行列 式 为 1 
的 本 矩阵 组 成 . 

注 可 以 看 出 , 类 似 半 54 那样 , Un) 是 Cn 中 本 度量 下 的 运动 群 . 

考虑 在 GE(2m, 区) 中 的 像 rt5n)), 由 公式 (13) 知道 , 如果 4e Un), 即 4 保持 
了 自身 埃 尔 米 特 内 积 不 变 , 则 矩阵 r(4) 也 保持 了 欢 2a 中 的 自身 的 欧 几 里 得 内 积 不 
变 . 因而 丁 群 在 G52n, 民 ) 中 的 像 r(U(n)) 有 形式 (也 可 见习 题 11. 1) 


r(Un)) = SO2n) fr(GL(n, CO)). (18) 
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我 们 也 可 以 用 伪 欧 乓 空间 来 类 比 地 研究 伪 埃 尔 米 特 空间 Cx,,p+g = n, 其 中 具 
坐标 {z1,… ,z") 的 向 量 上 的 长 度 平方 由 公式 
,pq = z+ + {19) 
给 出 . 我 们 用 Utp, gq) 表示 使 形式 (19) 保持 不 变 的 复线 性 变换 , 而 用 SU (p,q) 表示 撼 
阵 行 烈 式 为 1 的 Wt{p,g) 的 于 群 . 


3. 复 变 换 群 的 例 闻 1 | 
我 们 在 前 面 看 到 内 GZU:C) 是 非 零 复 数 (在 乘法 下 ) 的 群 . 群 U1) 由 所 有 模 为 


1 的 复数 组 成 :U(1) = {fe}. 我 们 注意 到 有 r(eie) = ( on 人 因此 映射 
一 Sin 的 cos wy 
r 向 定 了 群 UV{1) 和 35cf2) 的 网 构 . 
卉 在 来 考虑 糙 SL(2,C). 设 4= ( 1 E SL(2,C), ad be=1. 作 (扩充 


了 了 的 ) 复 平 面 CC 上 对 应 于 矩阵 4 的 分 式 线性 变换 : 


1 十 站 
2 一 a (20) 


“ “】 为 另 一 个 行列 式 为 1 的 矩阵 , 则 有 


它 


”aetib {faatbest+abt+bd 
eta (cat+doztobd+dd’ 
即 所 构造 的 映射 代表 了 一 个 同 态 
pHL2, Co LL, (21) 


这 里 的 工 表示 分 式 线性 变 痪 群 . 丰 难 在 出 , 同 态 p 的 核 由 两 个 矩阵 构成 ( ') 


和 本 ) 同时 9 把 SL(2,C) 映 满 了 整个 群 5 ( 满 射 ) 所 以 


了 = S82,C) +1. {22) 


上 由: 蕉 虚 群 U(2). 如 果 和 矩 性 ( ') 属于 U2), 则 


laP + lo =1, le +|ad2=1, ac 十 大 =0. (23) 


它 的 了 大 SU(2) 由 补充 的 条 件 ad - be = 1 从 其 中 得 到 . 因此 Sr 由 下 面 形式 的 


矩阵 构成 : 
a bb , 
( ) ， Jal? + |b|? = 1. (24) 


-bh a 
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另 一 :个 例子 是 群 SU(1,1Y. 它 由 形 如 


ce du Ja 
(: ‘). iP laP =1 (25) 


的 矩阵 组 成 . 注意 , 其 中 c 关 00( 因 为 |c|21). 
存在 由 下 面 公式 定义 的 哎 射 SU(1,1}) 一 50(2) : 


( ) ，， Ie ) ( 2 ') (26) 
d FE -de le 一 评 
道 映射 在 a 夭 0 时 有 定义 , 这 个 映射 并 不 是 个 群 同 态 . 


812， 解 析 函 数 


1. 长 度 元 各 函数 微分 的 复 表 示 
设 给 出 了 在 复 尝 标 了 的 室 间 C* 中 的 曲线 , 其 形式 为 


2 一 2 人 一 ot) + yt). {1 


这 时 在 实 坐标 (z*,y*) 下, 我 们 得 到 由 线 的 ,zn(),y100),… ,gn(t). 它 的 长 度 


有 形式 
£1 a 本 nn 
1 一 (8)2 十 (2et 一 让 各， (2) 
人 心 wp 于 和 


在 空间 及 2* 中 通过 下 而 的 公式 容易 从 坐标 (2*,yk) 过 洲 到 复 坐 标 zt 下 天 一 1 ， 


Tn: 


2 iy* 
(3 
(十) 凡 二 高 (2 一 到 ) | 
这 时 长 度 元 的 复 形 式 可 写成 , 
dl? = 》 dardzt, (4) 
LE 
其 中 令 
da = dns + idy*, da = dwk idyr. (5) 
我 们 在 C* 上 的 复 冰 数 空间 中 引进 算 子 
访 -j( 志 -总 ) 
下 本 站 下 有 9 了 
Oz Or Oy (6) 


1 

2 
加 1F8 .9 
EE (i + ta) . 
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显然 , 我 们 有 
9 总 + 站 
a 2 2 (7) 
wr ~ (B35) 

注意 成 立 有 下 面 的 等 式 : 2 3 
Ea (7) = 癌 2 GE)=0 
6 9 (8) 
BR) 一 (0 一 1. 

由 公式 (四 和 和 (7) 可 以 得 出 下 面 的 论断 . 

引 理 12.1. 任意 复 值 晒 数 六 zl ,xz 99) 的 微分 有 
df = 站 da 十 ， ,fins a 十 ， 二 (9) 


现在 考虑 具有 复 系 数 的 变量 为 2 )… ,如 ; 人 ,及 的 任意 多 项 式 Plxl,….， 
vy). 使 用 变量 替换 (3) 我 们 从 款项 式 Ptzl ,om 赔本) 得 到 了 多 
项 臣 tz 有 症 下面 的 论断 : 

定理 12.1. 多 项 式 Q(z12) = _ Plz, 只 依赖 于 变量 z1,… ,sn 而 与 变量 

地 无 关 当 日 仅 当 它 满足 等 式 


0 k=l ,n. (10) 


证 明 算 子 下 5 x 5 具有 下 面 明显 的 性 硕 ( 茶 布 尼 芯 公式 ): 


[a 
ns 六 gt 如 aD) 
另外 , 利用 公式 (8), 由 其 得 到 
rt)" = 0 Ril = mm (2) ， 


于 是 立即 知道 , 如 果 2fz,g] = 外 (zz, 引 不 依赖 于 下, 则 了 三 0. 
现在 六 设 多 项 式 P 依赖 于 式 , 其 中 下 出 现在 已 中 的 最 高 阶 数 


设 为 m. 我 人 ] 将 证 明 2 三 Dy 0. 
多 项 式 P 具有 形式 


P= 4of59m 十 43f5)m 1 十 … 十 4 


其 中 40，… ,Am 为 所 有 变量 21,… ,税利 除去 好 以 外 的 所 有 变量 24 的 多 项 式 . 于 
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是 ， 94: = 0 二 0,… ,m(i 不 依赖 于 区 )， 因 此 


Dzr 
sorP = Aom(a*) "1 Ar(rm — 1) (8) 2 十- 
、 ,oP 本 
国 为 40 关 0,， 战 Ber 关 0. 定理 证 完 . 口 
注 于 定理 不 仅 用 于 多 项 式 , 而 卫 可 用 于 收 合 的 寡 级 数 : 它 与 a* 无 关 等 价 于 条 
of _ 
件 Dak 三 0. 


定义 12.1.。 称 满足 等 式 
三 0, k=1],.. ,tn (13) 


的 中 数 f(z, 内 ,… ,2",y") 为 复 解析 还 数 . 
对 于 两 个 实 变量 的 疯 数 f(z,y) 一 f(z(z, 本 ,Vz 引 ) ,2 一 冯 十 诈 王 一 一族 而 言 ， 
解析 条 件 { 即 不 依赖 于 习 具有 形式 


of of DBF 
:ty 0 (14) 


如 果 Fe 人 = az 帮 十 友人 从, 则 (14) 可 以 写 为 
Ou dv Ou 2 


Br 萄 ， 可 gr (15) 
称 等 式 (15) 为 柯 西 - 歼 量 方程 . 显然 , 由 (15) 得 到 
Du Hw A 2 
因此 , 复 解析 阔 数 的 实 部 租 虚 部 都 是 拉 普 扩 斯 方程 的 解 ( 即 调 和 函数 }， Ar = 
D2 全 D2 2 A Es - 
OAn=0, 其 中 心 = + B= 4 为 拉 普 拉 斯 算 子 . 
2. 复 坐 标 变 换 
设 在 ” 维 复 空间 C* 中 的 基 区 域 上 给 出 了 两 组 复 坐 标 
。 zl = 2! + iy!, a 和 一 + ty", 

l= ulti, i 87) 


这 时 名 标 zf = 起 十 i 以 坐标 z* = wig 的 函数 形式 给 出 : 


认 


也 二 we{rl, a 机 ,TY ), 此 一 了 (18) 
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定义 12.2， 如 果 
Dz ’ 1 pit 
则 称 众 标 变 换 (18) 为 复 解析 坐标 变换， 
令 
全 于 
中 下 一 1 {20) 


则 可 引进 复 坐 标 变换 (18) 的 雅 可 比 窟 阵 (oak). 称 和 矩阵 【at 的 行列 式 为 变换 (18) 的 
复 雅 可 比 : 


Je = det{at). (21) 


变换 (18) 在 实 化 空间 及 2” 中 给 出 了 变换 
如 下 一 Tea vl, 3 vy), wk 一 tf ， yl, .ie TE, 3， 


(22) 
R=1,... ,nn. 


_ Ou,v) 
0(z,) 


区 (23) 


为 变换 {22) 的 { 实 ) 雅 可 比 ， 
原来 发 现 复 和 实 的 雅 可 比 间 关 系 极 其 简单 . 
引 理 12.2. 对 于 复 解析 坐标 变换 有 下 面 的 等 式 : 


可 一 | 开 2. 


证 明 设 A4= (aot) 二 (又 ) 为 { 复 ) 雅 可 比 逢 阵 , 抑 = det 4. 我 伸 要 求 由 坐 


标 2 本 间 民 27 中 变换 的 实 雅 可 
比 失 阵 . 由 复 解析 条 件 我 们 有 


Brot 到 Ou 站 有 Om -kk 
= a, = 一 遇 . = dr. 


Bast Ozt oz! dz! 


因此 所 求 的 雅 可 比 瞪 阵 具 肛 式 (4 外 它 的 行列 式 等 于 


A 0 
dot ( 1 = |det 42 = | we. 
A 
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现在 留意 一 下 ， 从 誉 标 Wl, TT Yl, :on 到 举 标 21, 7 } ,21 | 1 En 的 转 
移 或 从 fu,w) 到 (we 硬 ) 的 转移 出 矩阵 


1 ol 1 0 
| 
| 
110 
万 = | 1 |, dot B= 2)" 
1 0-i 0 
|, 
| 
D 10 一 


给 出 . 内 而 


J = det (到 (4 1)3) = | yc 上 [1 
0 A 


推论 ”如果 变换 (18) 的 ( 复 ) 雅 可 比 不 为 零 , 则 局 部 可 通过 w 表 出 z: 


z* = zk, ,oy), 站 二 二 

这 时 反 函 数 zffan 是 复 解 析 的 . 

证 明 我 们 已 知 从 TT Yl 1 到 wt, 1 1 1 的 种 标 变换 
的 雅 可 比 掩 阵 有 形式 8-1 1 B ( 见 前 面 的 证 明 ) 因为 由 所 绽 条 件 知 此 逢 
阵 的 行列 起 不 为 零 , 改 由 道 喘 射 存在 定理 (参看 81) 知 局 部 地 在 在 雅 可 比 矩 阵 为 


B"! (和 ja 的 变换 . 由 此 直接 知道 丽 数 z*(w,ww) 存在 ， 对 于 在 有 2n 的 


0 A”™ 
变换 ( 思 , 可 ) 一 (2z,z) 有 形式 


引 埋 得 证 ， 
例 12.1， 当 n= 工时 变换 (18) 有 形式 
Oa 
tw 一 让 (2 BE = 0. (24) 


这 个 变换 在 关 0 处 , 可 道 . 


在 复 的 信 让 中 ， 变 接 总 意味 着 从 空间 C" 的 一 个 区 域 和 到 田 一 个 区 域 的 相互 -一 一 
的 虹 射 , 而 这 个 映射 由 复 解 析 诱 数 给 由 . 
n 二 1 时 的 变 神 的 例子 ， 
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例 12,23。 复 仿 射 变换 
wz) = az 十 总 天 0. (25) 


在 这 个 变换 下 92 =a #0 


回忆 铀 ,2, 以 实 的 观点 看 ,(25) 给 出 了 平面 的 运动 同时 保持 了 定 癌 的 伸缩 
全 12.3. 分 式 线 性 变换 
nz 二 bh 


tw (2) 一 pr Ga 一 be 天 0 (26) 


{可 以 假定 ad 一 be = 1). 这 时 
Qu 1 


ra (27) 


严格 地 说 , 变换 (26) 在 x 二 一- 4 没有 定义 ， 可 以 认为 {目前 完全 是 形式 地 ) 变换 (26 
是 在 扩张 的 复 平 面 上 给 出 的 , 在 那里 复 直线 C 上 附加 了 一 个 无 穷 远 点 oo, 这 时 


一 一 Fa oo，_ ec 上 一 - (28) 
c c 
例如 , 变换 
= 十 多 名 (29) 
1 —iz 


把 上 半 平 面 Im z > 0 变 到 了 单位 国 |w| < 1. 我 们 曾 在 810 利用 过 此 变换 来 构造 罗 
巴 切 去 斯 基 几 何 的 克 莱 因 异型 . 


3. 复 空 间 中 的 曲 商 
我 们 考虑 在 一 维 复 空间 C? 中 的 一 维 曲 面 ( 复 曲 线 ) 这 个 最 简单 的 情形 . 这 样 的 
项 线 在 空间 CQ? 中 的 坐标 fu zj 上 由 方程 


flw,z) =0 (30) 


给 出 , 共 中 f(w,s) 为 变量 wz 的 复 解 析 函 数 ， 方程 (30) ee 
组 :4 = 二 0,v = 0, 其 中 了 = 十 纪 , 因 此 给 出 了 C2 = Rt 中 的 -一 个 二 维 曲 面 . 令 
df7 9 
wu 人 机 

由 此 引进 复 梯度 gradr 了 

刻 [ 果 在 A two, zo) 上 有 grade 了 woso 天 0 则 称 曲线 (30) 上 的 点 {two,z0) 为 非 学 
点 . 我 们 有 下 击 的 类 比 于 隐 函 数 定 理 的 复 撒 式 (只 氢 述 , 不 证 明 }. 

定理 12.2， 设 flw,z) 是 变量 ww,z 的 复 解析 畏 数 , 并 量 grade 了 在 使 flrwo， 

20) 二 上 0 的 点 (wo,20) 上 不 为 0. 
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假定 ,例如 是 区 在 此 点 不 为 零 . 于 是 在 点 【un, z] 的 充分 小 的 邻 城内 方程 


ftw,2) 二 有 唯一 的 复 解 析 的 解 w = wt{z), 使 得 (wtz),z) = 0,wo 一 2(2oh， ~ =0. 


例 12.4， 设 flw,z) 为 两 个 变量 的 多 项 式 . 称 方程 ftw,z) = 0 的 撒 如 w= w(z) 
的 全 部 解 的 集合 为 多 值 代 数 函 数 ， 而 称 曲 商 (复明 线 )ffao z) = 0 为 这 个 儿 值 前 数 的 
图 像 或 歼 曼 面 也 
重要 的 特殊 情形 是 起 椭 国 网线 , 即 由 方程 


flws) = -Plz)=0 (32) 


给 出 的 歼 曙 而 , 其 中 忆 ,(z) 为 n 次 多 项 式 . 这 是 代数 函数 ww = V7.(2 的 图 像 , 
引 理 12.3. 曲面 (32) 非 异 当 且 仪 当 忆 ,(z) 没有 重 根 . 
证 明 计算 函数 的 梯度 : 


ce- 人 


Ou Oz 
如 上 果 gradcf 在 曲面 (32) 上 有 零点 , 则 
dP (z) 


dz 
由 此 得 出 奇 点 的 坐标 为 (0,z0), 而 为 多 项 式 P,(z) 和 它 的 导数 ?4 瑟 人 生 的 公共 根 . 没 


有 公共 根 等 价 十 多项式 已 (z) 没有 重 根 . 引 理 证 完 . 口 
在 出面 (32) 上 , 根据 复 的 隆 函 数 定理 可 以 在 于 = 2w #0, 即 Pz) 产 0 的 点 


oy 2 DD. 那么 在 这 点 所 可 取 ta 为 局 部 


2w 一 0, 一 0， 402 一 Tafz) = 0. 


引进 局 部 坐标 z. 如 果 户 ,(z) = 0, 则 = 


坐标 ， 


青 回 到 任意 非 异 复 解 析 曲 线 f(w,z) = 0 的 情形 设 法 关于 点 (wo, z0). 


Cawn ,zr) 


于 是 w= wlz), 2 二 个 在 C? 中 的 度量 元 dP? 为 
di? = dwdip + dzdz, (33) 
它 在 曲面 flw,z) = 0 转化 为 


du 


dl?2 一 Gong 而 十 cd 二 (7 本 


) rzdz. (34) 


马 这 是 通常 使 用 的 黎 皮 而 主义 ( 敬 如 参 知 [161 ) 的 一 个 简化 形式 . 在 曲面 flw, 有 = 0 无 奇 点 和 
无 自 交 的 情形 , 我 们 的 定义 等 价 于 -- 般 的 情形 . 
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如 果 z == 十 启 , 则 在 曲面 f(w,z) 一 0 上 长 度 元 的 平方 有 此 式 


其 中 hlz, 5) = g(x,y) =114 


di2 = hz, Fdadz = gz, ydr? + dy’), (35) 


dwl|: 


tz 


定义 12.3.。 如 打 曲 庙 上 的 度量 在 举 标 my 上 具有 di2 = g(z,WW)(dz? | dy2) 的 
形式 , 我 们 称 此 坐标 为 共 形 坐标 . 


有 简单 的 引 埋 : 


引 理 12.4.。 度量 的 共 形 形式 (只 ) 对 于 复 解 析 的 坐标 变换 和 它们 与 复 共 固 的 复 


合 是 不 变 的 . 


证 明 假设 对 坐标 > 度量 有 形式 


dl? = hl(z, x}dzdz. 


设 z 二 3(w) 请 =0. 于 是 


利 | 


al’ 
人 2 一 hfz, ZYdeds = ht sltw, ti}, zu TB)) 吕 duwaw. 


Dz 


如 果 太一 0, 证 明 完全 类 似 , 如 果 z = (ww) 而 22 关中 这 关 0, 则 容易 看 出 , 在 


变量 ww 而 下 dE 有形 这 


dl?2 = hdzdz = h | dw 2 


其 中 灾 一 x' 十 iy'; 显然 a1s 关 0. 引 理 得 证 . 


dz Oz 


tau 站 
= h(anldr’')? + 2adr dy + ao2{ dy)2), 
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1. 等 温 坐 标 、 共 形 举 标 下 的 高 斯 曲率 
设 御 RI 中 给 出 由 参数 定义 的 二 维 曲面 


其 中 pa 和 在 空间 如 2 中 


dr? 


T= TP) y= yp z= 2(p,0), (1) 


菜 区 域 变动 , 十 是 在 曲面 .上 存在 诱导 度量 


tady +dz? = Eldp)? + 2Fdpdg + Gldq)’, (2) 


:4 第 之 章 有 曲 面 论 


g 二 BG 一 > 0. 通过 对 曲面 上 局部 人 级 标 (p,q 的 变换 , 度量 di? 可 以 化 为 共 搬 形 
式 . 就 是 说 我 们 有 (参看 有 1]). 
定理 13.1， 设 已 , 瑟 G 是 变量 p,q 的 ( 实 ) 解析 曾 数 ， 于 是 可 以 引进 新 的 局 部 
坐标 u,v 使 得 在 此 新 坐标 下 度量 dl? 有 下 而 形式 


dl = Flu, wd? + dw). (3) 
注 _ 称 这 样 的 坐标 为 等 温 坐 标 或 共 形 坐标 , 因此 , 在 等 温 坐 标 下 度量 有 上 节 所 说 
的 意义 于 的 共 形 的 形式 . 
证 明 我 们 把 一 次 型 df? = midp2 + 2912dpdg -+ ooado2 分 解困 子 为 


dl2 = (VE 十 一 (VEan+ 一 ， 


8 一 五 92 一 ga 一 五 全 F?2. 


我 们 要 寻找 新 坐标 4,wv, 它们 是 p,q 的 晃 数 :4 = 二 wlp, 四 ,v= 二 v{p,9), 使 得 度量 {2) 
有 具有 (3) 的 形式 . 如 果 我 们 能 成 功 地 选取 积分 内 子 便 能 做 到 这 一 点 , 就 是 说 , 选取 这 
天 的 复 值 函数 入 一 A(p,9), 使 其 满足 两 个 等 式 


入 (va | £ De = dt 二 Tv， 


iv ) 
A[vEdpt+ 一 | 一 人 一 说 
VE J 


(注意 , 这 两 个 等 式 的 第 二 个 可 由 第 … 个 皮 臣 轿 得 到 ). 事实 上 , 如 果 找 到 了 这 个 函数 
Xp; 四; 则 将 这 两 个 等 式 相 潍 便 得 到 


je = dw +d, PB de = -2(da2 + dw?), 


其 而 取 fw) = {A1?. 于 是 设 wtp,q),v(p, 轴 ,入 (p,) 为 待定 函数 . 这 些 丽 数 应 满足 
方程 


FPF+ivg ， Du Eh Du Ov 
A VEdp+ da) = du tidv = 上 了 十 | -一 二 
"VE J (¥ 过 息 i ) 
人 bu 2 F+iv 
AVE= 守 +， 
Bp dp Vv Bq Og (*) 
消去 和 给 出 | 
. Ou Or Ou Ov 
五 十 -一 十 -| 二 站 1- 一 十 让 
( V9) (号 + 这 (有 + 这 
或 者 [ey 寂 2 
Ei 全 Du Or i Du 
一 ， FOEoFEO 
部 WP 而 V1 了 f= 
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由 此 得 到 a Bu Bu 
a) 区 Bp “Bg ov __ Op Og 
Ap 一 7 1 Bq v9 
Gu 0% Bo” pn 6 
) du _ Og dp Ou __d dp 
Op vd | vo 


由 于 03, = 02,, 于 是 由 (wx,a) 和 (w+,b) 我 们 得 到 下 面 的 方程 :Lu = 0, Lv = 0, 这 里 
的 微分 算 子 工 是 


9 
9 | {3 “| 3 | a 
dq | VEG—- Fi | dp | VEG-F 


称 方程 Lf = 0 为 贝尔 特 往 米 方程 , 而 算 子 二 为 贝尔 竺 拉 米 莫 子 ， 央 此 我 们 知道 了 
所 要 找 的 纹 数 9 应 该 满足 由 尔 特 拉 米 方程 . 由 微分 方程 理论 知道 【自然 我 们 将 不 
给 出 证 明 ), 如 果 疝 数 已 ,已 CG 解析 , 则 方程 f=0 总 有 解 . 于是, 等 式 (tj,{rx) 便 确 
定 了 两 数 &,v, 和. 如 果 我 们 令 如 一 全 干部 ,下 = 本 一 项, 刚 曲 谭 的 度量 便 可 写 为 


dl? = glw, Ddwdw. 


因此 , 我 们 的 曲面 可 以 认为 是 局 部 复 解 析 的 . 口 

如 在 引 理 12. 4 所 清楚 表明 的 那样 , 等 温 坐 标 不 是 唯一 -决定 的 . 考虑 两 组 等 温 举 
标 (p,q) 和 (oo 并 设 w= wtp, gq),v = vf{p, gqg). 

我 们 知道 , 如 果 滨 换 保 持 度 量 的 共 形 形式 不 变 , 则 函数 w(z, 3) 是 变量 > 或 者 8 
的 复 解析 郑 数 . 因此 , 在 等 温 坐 标 下 保持 度量 的 共 形 形式 木 变 的 变换 的 全 部 集合 , 它 
由 在 各 种 不 同 的 香 解 析 变 换 w(z) 中 如 进 了 复 共 斩 > rz 组 成 的 . 

例 13.1， 考虑 具 复 坐标 zx 一 zx 十 码 的 复 平面 C. 欧 氏 度量 df2 = dz2 + dz 具 
有 共 形 形式 , 即 


ul? = dzdzg. {4) 
考虑 任意 一 个 分 式 线 性 次 换 
b 
= 殖 - ad— be=1. (5) 
于 是 有 
dl = dzdz 一 jcz 十 加 4aaodn5， (6) 


即 分 式 线性 变换 保持 平面 的 欧 氏 度 量 的 共 形 形式 . 
设 在 三 维 欧 氏 空间 中 给 出 了 有 共 形 坐标 w,v 的 曲面 , 使 得 曲面 上 的 度量 为 


GE 一 gojfaa2 + dw?). (7) 
我 们 要 推导 在 共 形 坐标 下 的 高 斯 曲率 的 公式 . 
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定理 13.2. 上 只 度量 (?) 的 R3 中 辐 而 的 上 禹 斯 曲率 为 


1 
K = -Aln g, 8 
2 9 (8) 


此 中 人 = 3 + 0 为 拉 普 拉 斯 算 于 
~ Bu2 Dv? 7 . 
证 明 设 昌 面 以 参数 形式 给 出 :r = (doj,r = (x;y,2), 部 么 方程 (7) 表示 

{ras Ta) 一 {ry Pw) 一 中 人 aa 和 一 洛 . (9) 


对 这 些 等 式 作对 wv 的 微分 得 到 


129g _ 

9 Ba 一 Mi ny》 一 人 al Pa, 

10g 

2 0v 一 {Tw Tw) 一 (Pv Toy, (10) 


WW rey 十 {ras Try) 0 一 《ra 和 十 《Tue Tuw). 
£2 二 J 刀 一 [en e2], (11) 
纵 出 了 单位 向 量 el, ez,n. 


在 虹 面 每 点 上 的 标 扣 (el, ea,m) 是 法 下 交 的 , 这 时 向 量 mw 生 直 于 曲面 ， 而 向 量 
elye2 切 于 它 . 核定 义 ， 第 一 基本 型 的 系数 为 


本 1 一世 二 {Tur 2), b12 =M= {rus nn), ba2 = N= {Toy 1). (12) 
从 公式 (10) 和 (12) 得 到 | 同 量 Tua Ta To 在 基 版 ELE 下 的 泽 标 为 


» /ty 1 88 了 
”290u 2v5 


1 Bg 1 的， 
ro (337) G3) 


186 1 Bg 
Taya 一 Fr N |. 
2 Ou 2 
国 此 成 立 公 式 


1 |7agY2 /egN? 
| Ton — Ta Pa = LN -~ 1 2—— 一 一 下 一 
(Tou Toon} — (Taw Tuw) = LN -~ M 加 (多) 十 (¥ ， 04) 
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又 由 公式 (10):014) 我 们 得 到 ; 
FD un Te) + rw Toe) 
训 {tru re) — (pine ran) + (rues Paw) 
-| 


那么 几 (8.26) 高 斯 曲率 为 


mi 
定理 得 证 . 口 
如 果 将 度量 (7) 写 为 复 形 式 : 
dl? 一 h(z, 下 人 5， 
则 高 斯 曲率 的 公式 (8) 具 形 式 
KK = 2h) 015) 


2. 在 共 形 形式 下 的 球面 度量 和 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 度量 

在 实 的 情形 下 , 球面 的 共 形 坐标 已 存 和 前 中 给 出 . 我 们 考察 半径 R = 1 的 球面 和 
它 到 其 赤道 平面 的 球 极 投影 , 平面 上 的 坐标 为 z,y. 回想 在 坐标 x,y 下 球面 度量 dl2 
有 形式 (公式 (9.4)) 


Cr + dy? 
2 
a (I Er Tay {16) 
如 果 > 二 多 十 询 , 二 2 一 筷 , 则 公式 (16) 有 形式 
4 
2 一 ~ ~- 子 
di rd (17) 


其 中 z 为 复 平面 C 上 的 坐标 . 
对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 , 我 们 考 虚 在 球 极 投影 下 的 平面 坐标 zx,y 下 的 dl2 的 形 
式 ( 尽 = 1 时 的 公式 (10.,7)) 


4 
di? = a {dr + dy?). (18) 


(1 ~ {22 + 3) 
公式 [18) 的 复 形 式 可 表示 为 


4 
di* = TT 图 < 1, (19) 
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其 中 z 为 单位 阅 阁 ( 庞 加 菜 模 型 的 度量 ) 的 复 坐标 . 如 朵 令 > = 工 二 :2 把 单位 辕 盘 映 
到 上 半 平 面 Imw > 0, 则 网 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 度量 为 


一 ory MA Imiw>0 (20) 


a 
{元 莱 因 模型 的 度量 )- 
我 们 更 弄 清 在 复 表示 下 这 些 度 量 的 运动 群 是 如 何 构造 的 . 在 上 一 小 节 中 我 们 看 
到 分 式 线 性 变换 的 确保 持 共 形 形 式 木 变 , 我 们 要 在 分 式 变换 中 找 出 在 我 们 度量 下 的 
运动 (我 们 将 在 第 四 章 中 证 明 没 有 其 他 的 运动 }. 分 式 运 动 设 为 


人 2 十 由 
= be 一 | (21) 
对 于 球面 度量 我 们 有 
2 ddzds A 
4 = pp Me ro + lew ra (22) 
dqdrwam 


~ [lo + la + wab + cd) + Wm{ap + od) + (ol? + Jel2)1wl3]2 
为 使 变换 [21) 为 球面 度量 (17) 的 运动 , 国 而 它 应 满足 下 面 等 式 


| 十 | 四 2 一 1， 二 ed 一 0，|e2 二 el 一 于 (23) 


同时 我 们 还 有 
ad— bce=1. 


这 样 , 矩阵 ) 属于 S52). 记得 在 811.3 中 , 我 们 在 将 群 55(2,C) 等 同 于 


所 有 分 式 变 换 的 群 时 应 该 是 模 去 子 群 ( 士 1) 的 商 群 . 因此 我 们 证 明了 下 面 的 论述 . 
定理 13.3， 球面 82 度量 的 (正常 ) 运动 的 分 式 线性 群 同 构 于 商 群 387 (2)/ 土 1. 
推论 存在 群 同 构 SU(2)/ 土 1 = 5O(3).{ 用 球 极 投影 验证 1) 

注 为 了 得 出 整个 球面 运动 群 , 我 们 应 该 在 旋转 之 中 再 加 入 有 反射 .这 对 应 于 在 


分 式 线性 变换 = = “二 9， | 9 “| ec sv(2) 再 加 上 复 共 匈 :> 
cwtd lic da 


转 前 讨 论 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 , 从 遍 加 莱 模 型 开始 . 类 似 于 前 面 那 样 , 计算 表明 在 
作 变 换 (21 ) 后 得 到 
ddzdz 和 DG 
(位 一 上 | 232 {a2 一 lB 十 (ed 一 ab)w + (Bb — ew + (lel? — joel2)|wl2]2° 
因此 应 满足 条 件 


二 2 一 


ldl2 一 四 2 =1, lel2 {fal = 1, od cb = 0, (24) 
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ce 三 


了 条 件 (24) 便 保证 了 在 分 式 线性 变换 = = 到 二 2 下 把 单位 园 盘 灾 成 了 自己 , 其 理 


由 是 ; 它 的 边界 圆周 |z| = 工 变 成 了 较 疝 |w| = 1, 


现在 考虑 克 芋 因 模 型 ， 我们 首先 导 找 能 将 上 半 平 面 Im z > 0 变 成 日 已 的 形 如 
(21) 的 变换 . 为 此 应 满足 条 件 


还 有 ad - be = 1. 于 是 我 们 得 到 和 矩阵 ( '] 属于 群 5U(1, D 的 结论 . 注意 , 满足 


如 果 Imw=0， 则 Im z=0. {25) 


不 难看 出 如果 w 为 实 的 而 z = 2 二 2 则 虎 部 Tm z 有 形式 


_ ulm(acd) + wIm(be + ad) + Lu(bd) 
加 lew 十 可? 


Im % 


由 于 w 的 任意 性 , 应 满足 等 式 
Im(a8) = Im(ba + od) = Im(bd) = 0. 


于 是 从 (25) 所 要 求 的 已 经 得 出 a,5 cad 是 实数 (请 验证 0 的 结论 . 具有 实 oa,5,c,d 的 
所 有 变换 (21) 便 是 在 克 莱 因 模型 的 罗马 切 夫 斯 基 度 量 dP? = 一 到 55 下 的 运动 
我 们 不 再 进行 类 似 于 上 面 各 种 情形 的 计算 . 令 人 注 自 的 事实 是 ; 保持 由 罗 巴 切 夫 斯 
基 定 义 的 区 域 不 变 的 所 有 分 式 线性 变换 ， 必 自动 地 表示 了 运动 . 因此 证 明了 下 面 的 
论断 . 
定理 13.4. 多 巴 切 夫 斯 基 度 其 的 分 式 线性 (正常 的 ) 运动 群 同 构 于 
a) 在 应 加 莱 模 型 时 的 群 5U(1,1)/ 土 1， 
b) 在 克 药 因 模 型 时 的 群 SL(3, 肪 )/ 土 1， 
©) 群 5O{1,2)( 淮 确 地 说 , 它 的 连通 分 支 ). 
定理 的 最 后 一 个 论断 出 自如 下 的 事实 : 群 SO(1,2) 的 单位 元 的 连通 分 支 是 由 保 
持 上 半 伪 球 不 变 的 RR 中 运动 组 成 (参看 §10.1). 
注 为 了 得 到 施加 莱 模型 的 全 部 运动 群 还 应 在 分 式 线性 变换 上 加 上 复 共 二 z 一 
开 显 然 , 它 将 单位 图 盘 呈 为 自己 , 从 而 给 出 度量 (19) 下 的 运动 ). 
在 克 莱 因 模型 中 应 如 上 变换 z 号 -z, 它 把 上 半 平 面 变 到 自己 , 从 而 给 出 度量 
(20) 下 的 运动 . 
推论 群 5001,1)/ 圭 ,SL(2, 恨 )/ 土 1 和 SO(1,2) 中 的 连通 分 支 都 相互 同 构 ,( 以 
适当 坐标 变换 验证 它 1) 
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3. 常 曲率 曲面 
设 曲 面 的 度量 写 为 复 形 式 为 d2 = hlz, 引 dzdz. 令 有 二 er?( 因 为 h(z,z) > 0, 这 是 
有 意义 的 ), 那么 部 斯 曲率 便 有 (公式 {8),(15)) 形式 


OT 


-oA. -oe 
K= -ae Ap Ke= -2 "i z (26) 
如 果 曲 率 KK 为 常数 , 则 我 们 得 到 了 关于 师 数 y 的 方程 ( 刘 维 尔 方程 ); 
， sp KK g 
Ap = —2Ke™, BB 一 -3 {27) 
定理 13.5. 度量 为 df? = h{z, 3)dzdz 有 有 和 常 曲 率 K = 常数 的 曲面 (局 部 ) 等 
号 同人 移 于 
b) 在 天 =0 时 的 欧 氏 平面 
中 在 天 <0 有 时 的 罗马 切 夫 斯 茹 平面 . 
证 明 和 由 (26) 我 们 和 有 
ao/ KK BH/ ,dp 
?= 疡 (33) = 可 ( 5 
加 人 ( Bp ppBpy 0 fp Lf/op ? 
Oz20z Oz ?Bld 2 (%) 
dw 1 /op 2 ， ， 
由 此 知 5 营 - 于 ( 品 】 一 wa ,其 中 必 ( 四 是 一 个 解析 两 数 , 作 复 解析 变换 = = At) 
我 们 得 到 , 
, > | of 
Hz 2 一 
Po = of 区 十 Im 和 十 in 


在 新 变声 下 我 们 也 有 一 3( 器 ) = Wo), 其 中 Blw) 为 w 的 解析 两 数 , 并 得 
它 的 表达 式 
our) = wy FY 六 _3 六 
SO = w+ 计 ;3 ( ) . 


FF 
其 中 产 == 人 可 以 选取 两 数 f, 使 得 函数 由 fw) 变 为 0. 为 此 需要 解 方程 
和 3 ($) = P(A (28) 


(在 复 变 函 数 沦 中 , 此 方程 的 左 端 被 称 为 “ 施 瓦 英 导 数 ")@， 
中 本 书 假定 了 此 万 程 的 可 解 性 . 
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在 进行 这 个 变换 后 我 们 得 到 


D2e—P/2 1 PE 1f9pY 
由 于 e 2 为 实 的 , 我 们 也 有 
de /2 
一 3 一 0. (30) 


由 {28) 和 (30) 得 到 
eB = aan + hv + bw + e, 
其 中 na 为 实 的 常数 , 为 复数 . 我 们 得 到 度量 上 撒 式 
diwadw 


31 
{aw + bu + bm + ey)? (31) 


dl 一 h(z, 2)dzdz = 


这 个 度量 的 曲率 等 于 K = 4(ac -三 )( 参 看 公式 (26) 的 第 一 个 ) 分 式 线性 变换 w 二 
Cz 二 可 以 将 形式 (31) 转变 为 


个 z 十 
4P2dzdz 2 四 
在 于 于， 生 一 4ac 一 冯 ) 一 吾 2 > 0; 
b) azdz， 开 一 dac 一 机) 一 0 
4R2dedz 国光 _ 2 
c) 0 K=4(c- =<0. 
我 们 得 到 了 球面 的 , 欧 氏 平面 的 和 风 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 诬 量 . 定 埋 得 证 . 口 
习题 


13.1.， 设 度量 为 
dl? = az 二 Flzlg2，0< flr) < o0. 


证 明 此 度量 叫 转 搞 为 共 彤 形式 d12 = gl v)(dw? + du?). 


$14. 作为 mv 维 空间 中 的 曲面 变换 群 
1. 在 单位 元 的 邻 域 内 的 坐标 
考虑 矩阵 群 GOn, 下) 其 行列 式 不 为 零 
A= (ao)， det(ai) #0. (1) 


以 3 (nm, 民 ) 表示 全 部 条 阵 的 空间 , 则 和 条件 人) 给 出 了 此 空间 中 的 一 个 区 域 : 此 空间 是 
nm” 维 线性 室 间 . 因此 整个 线性 群 是 线性 空间 有 R* 中 的 一 个 区 城 . 矩阵 的 每 个 分 量 a 
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作为 空间 Mn, 阳 ] 的 坐标 . 如 果 4 = (ai), B = (机) 为 两 个 ” 阶 第 阵 , 则 它们 的 溢 积 
= 一 4 有 形式 CC = (ei), 


二 后 乓 二 1 2, (2) 


由 公式 (2) 知道 , 两 个 矩阵 积 的 毕 标 通过 每 个 因子 的 坐标 以 光滑 函数 ( 它 是 坐标 的 多 
项 式 ) 表达 , 换 句 话说, 蒋 积 规则 贞 直 积 的 光 讲 中 射 决定 


PT R) x GLn, R) -~» GL(n, R), 


其 中 (4, BB) 一 4B. 
我 们 在 全 体 ” 阶 第 阵 的 空间 及 "中 引进 欧 氏 度量 : 


AP = DP, A=(0)). G) 
显然, 我 们 有 
[4+ BI<|AI + 1B (4) 


度量 (3) 对 于 短 阵 的 积 有 下 闸 的 性 质 : 
引 理 14.1. 成 立 不 等 式 


14 好 | 过 44| 召 |. (5) 

证 明 ”可 由 下 面 不 等 式 推导 出 来 
(Vr) zy yy) (6 
[不 等 式 (6) 的 推导 : (2_ x3?) 2) ~ (3 ao) = (zayj 一 27 妇 )?]. 引 理 证 完 . 口 


我 们 将 在 单位 矩阵 1 E GIL(n,R) 的 邻 域 中 建立 其 他 方便 的 坐标 系 . 考虑 在 整个 
矩阵 空间 中 的 单位 球 (无 边缘 的)|X| < 1, XX = {zi), 
引 理 14.2， 如 果 |X| < 1, 则 矩阵 4 = 1 十 筷 可 道 , 即 


A4=1+X eGLn,R). 
证 明 考 虚 由 和 矩阵 构成 的 级 数 
B=1—|X? -大 83 十. . (7) 
我 们 来 证 明 此 级 数 收敛 . 利用 不 等 式 (4) 和 (5), 我 们 有 


.| 志 |X™ 有 十 | 基 | 十 … 寺 | 革 |*- 


1 一 | 及 |* 
1I 二 区 六 


一 本 | 中 
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于 是 级 数 (7) 的 部 分 和 序列 在 |X| < 1 时 是 个 栖 西 序列 , 从 而 此 级 数 收 化 . 同时 


有 AA 二 们 十 玉 )(1 一 六 十 和 2 一 二 .二 1， B=A7. 


引 埋 证 完 . 口 
我 们 在 群 GL(n, 及 ) 的 单位 元 的 邻 域 
[4—1l<1 (8) 
中 引进 坐标 . 如 果 4 = (ui), 网 矩阵 4 的 坐标 zi 等 于 
TA) = 0 (1) = 0, (9) 


下 一 起 i 二 池 
: 0， 王 天 于 

注 类 似 地 可 以 在 以 任意 点 PU < GLtn, 民 ) 为 中 心 的 邻 域 中 引进 坐标 . 事实 上 ， 
如 果 我 们 对 此 邻 域 中 所 有 短 阵 都 乘 以 B51, 则 此 邻 域 便 转换 为 单位 元 的 邻 域 . 而 在 
那里 已 经 构建 了 坐标 . 形式 地 , 这 个 过 程 可 以 这 样 给 出 : 如 果 C = B5' = (ci), 则 我 
们 令 

yi(A) 一 chas 一 而 ， am 
纺 {Bo) = 0. 
坐标 好 对 于 满足 
14— Bol < 1Bnl (119 
的 矩阵 4 适用 . 
` 肉 此 我 们 对 于 群 GLtn, 及 ), 在 其 任意 点 的 邻 域 内 都 建立 了 局 部 坐标 . 

回 到 M(m, 开 ) 中 原始 的 坐标 系 ( 即 用 矩阵 的 分 量 元 )， 不 难 证 明 在 单位 元 ， 群 
GE, 及) 的 切 空 间 恒 同 于 所 有 n 阶 矩 阵 的 空间 . 考虑 曲线 4G) < GL(n, R), 即 依赖 
于 参数 t 的 矩阵 族 . 假设 此 曲线 在 1 = 0 时 经 过 单位 元 , 即 4(0) = 1. 于 是 此 曲线 在 
t= 0 时 的 切 向 量 {速度 向 量 ) 为 矩阵 4( 昌 | 0o. 反 过 来 说 , 设 蕊 为 任意 第 阵 . 于 是 曲 
线 4(1) =1+t 玉 在 1 充分 靠 零 时 必 洲 在 GL(n, 区 ) 中 . 显然 有 


4(0 =1, 4(0) = X; 


这 样 使 证 明了 所 有 在 单位 元 切 于 群 GL(n, 肪 ) 的 合体 向 量 的 集合 完全 等 同 于 所 有 
阶 扎 阵 的 集合 . 

在 绪 和 有 所 考虑 过 的 变换 群 都 是 在 全 体 抵 阵 的 空间 中 由 右 程 给 出 来 的 . 这 样 ， 
行列 式 等 于 1 的 n 阶 矩阵 群 SIIn, 及) 便 是 由 一 个 方程 给 出 的 


det 4 = 1. (12) 
这 是 在 所 有 矩阵 的 空间 中 的 超 曲面 , 它 整 个 位 于 GL(n, 及 ) 中 . 
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定理 14.1. .35(m 焉 ) 是 所 有 矩阵 的 空间 中 的 非 异 曲 面 . 

证 上 明 我 们 先 证 明 1 € 5SLEfm: 了 ) 是 这 个 超 有 曲面 的 非 异 点 . 为 此 只 需 证 明 (参看 
§7.2) 在 这 点 的 S55(n, 怕 ) 的 切 空 间 正 好 有 维 数 mw? 一 1 即 可 . 事实 F, 设 det A(t = 1, 
并 且 4(0) = 1 SAOleo = 六. 由 行列 式 的 微分 法 则 , 我 们 有 


da 
DQ 二 dt 世人 | 一 Ir 芒 ， 
其 中 TY 表示 迹 . 因而 Tr XX 一 0 是 SL(n,R) 在 点 | 的 切 空 间 的 方程 (不 要 让 记 , 雅 


可 比 短 阵 2 生生 在 4 二 1 处 的 分 其 , 是 这 个 方程 的 系数 , 其 中 4 = (a), 办 此, 我 


们 证 明了 样 SL(n, 有 R) 在 单位 元 处 的 切 空间 与 迹 为 和 的 滤 阵 的 集合 等 同 . 这 样 的 年 泗 
的 空间 其 维 数 等 村 m2 -1. 村 是 此 群 的 点 1 是 5L(n, 民 ) 的 非 导 点 . 进 - 步 . 计 瑟 为 
群 SL(n, 民 ) 中 的 任意 点 (我 们 称 SF(n, 要 ) 为 么 模 矩 阵 粒 ) 对 矩阵 B 的 邻 城中 的 所 
有 第 阵 科 以 B-!.， 于 是 B 变 成 了 1; 而 它 的 邻 域 变 成 了 1 的 邻 域 . 这 个 映射 是 光滑 
和 非 退 化 的 , 从 而 点 BB 为 非 异 . 证 完 . 口 

基于 全 究 群 在 单位 元 的 切 空 间 是 在 这 里 所 使 用 的 方法 ; 我 们 也 把 它 应 用 于 其 他 
的 甜 阵 群 . 因此 我 们 常常 只 证 明 对 应 曲面 在 点 1 的 非 翌 性 .( 由 定理 14.1 的 证 明 清楚 
表明 这 己 足 够 了 .) 

现在 来 考察 n 阶 正 交 和 矩阵 群 Of 由 它 对 应 的 及 字 中 的 遇 曾 出 … :个 方程 纽 给 出 : 


Dal = 5, AAT=1, A= (a). 3) 
直 


在 (13) 的 这 些 方程 中 显然 有 所 重复 , 它们 可 由 指标 i,i 的 置换 得 到 ， 这 样 还 琵 下 


nln 


人 个 方程 . 我 们 应 该 指出 这 个 方程 组 的 秩 等 于 避 - MD = 2 人 一 也 这 


表明 在 群 O(n) 的 单位 万 的 切 空间 的 维 数 等 于 全， 我 们 米 证 明 O(n) 在 单位 
郊 的 切 宗 间 与 所 有 及 称 矩 阵 的 空间 等 同 . 如 果 4(8) s O(n), A(0) = 1 为 一 族 瑞 交 算 
阵 , 四 一 SAO, 则 0= (A AT(O) 0 二 蔷 T 十 文 二 0( 参 看 是 .3). 这 是 O(n) 
在 单位 元 处 的 切 空间 的 方程, 表明 这 些 切 向 量 与 反 称 乱 阵 的 空间 相同 . 所 有 反 称 矩 
阵 的 空间 的 维 数 显然 等 于 全 一 (作为 此 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 可 取 为 矩阵 的 分 量 ， 
满 是 i < 站, 由 此 得 到 曲面 O(n) 的 非 异性 . 


特别 , 作为 O(n) 的 连通 分 支 的 群 5O{n) 也 是 矩阵 空间 RR* 中 的 非 异 曲面 . 

例 14.1. 考虑 二 维 空间 中 的 旋转 群 SOf(3). 可以 取 从 解析 几何 中 知道 的 欧 拉 
角 作 为 这 个 非 蜡 曲面 上 的 局 部 坐标 . 如 此 旋 转 将 坐标 系 {zy 2)】 雪 为 (zx', y's) 图 
17), 则 这 个 旋转 可 以 以 一 串 下 面 一 种 形式 的 旋转 组 成 : 
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4) 绕 z 轴 旋 转角 Pp. 这 时 了 办 宣 为 结 点 线 . 钙 

b) 绕 结 点 线 旋转 角 0.z 轴 变 为 z 四. 

cj) 绕 z 轴 旋 转角 世 . 结 点 线 变 为 x' 轴 . 

也 可 在 SO(3) F 引 进 其 他 的 局 部 坐标 . 每 个 旋转 可 
以 由 决定 旋转 铀 和 旋转 角 we:0<sesr 而 给 出 . 轴 可 以 如 
此 定向 : 我 们 以 定 绕 辑 旋转 朋 yw 基 接 道 时 钙 广 癌 进 行 的 . 
内 此 每 个 旋转 可 以 由 向 量 5 给 出 : 向 量 5 的 方 击 给 出 旋 
转轴 , 而 模 [8 为 旋转 角 ， 那么 , 群 S$O(3) 的 任意 点 对 
应 二 二 维 空间 中 半径 为 x 的 球 中 的 点 , 即 向 竖 z 的 术 端 
所 ,出 于 旋转 角 r 和 角 -x 重合 , 则 在 比 球 的 表面 即 半 


径 为 六 的 球面 上 , 对 和 苞 点 映 成 了 群 5O(3) 中 的 问 一 个 旋 


在 这 样 的 举 标 系 下 此 群 的 单位 元 是 坐标 原点 , 而 在 
单位 元 的 切 空 间 同 -于 三 绯 癌 量 空 间 . 

现在 考虑 复 的 情形 。 群 GrfnsC) 是 全 体 和 矩阵 的 空间 Mtn,C) 中 的 区 域 ， 而 
MOR,C) 为 局 维 复 空间 Cn . 从 实 的 观点 看 , 这 是 人 R27” 空间 中 的 区 域 . 群 SFE(n,C) 
为 维 数 m2 - 1 的 复 平面 ( 实 维 等 于 32 一 2). 群 Stn,g) 在 点 1 的 切 空间 同样 与 迹 
为 零 的 复 矩 阵 的 空间 相合 . 

现在 再 考 虚 西 群 Vm). 它 在 所 有 4 阶 复 和 矩阵 的 空间 由 方程 


(有 一 噬 本 二 0， 4= (全 )， 或 447 = 1 (14) 
点 一 


给 出 


我 们 看 到 函数 75(4) 并 不 是 复 解析 的 :357 天 0. 内 此 群 5 不 是 复 则 而 ,我 
不 


们 波 证 明 它 是 非 异 的 . 每 个 方程 13 = 89 在 实 的 意义 下 给 出 了 两 个 方程 


Re f3 =6i, Im f=0. 
我 们 注意 有 等 式 
1 = 
故 方程 让 二 0 和 fi 二 0 当 j 关 j 时 等 价 . 另外 , Tm 产 = 0. 于 是 方程 谨 二 1 给 出 
了 哗 一 的 短 阵 4 满足 的 实 条 件 . 从 而 得 到 +2. 人 一 = 2 个 不 同 的 实 方程. 需 
要 证 明 群 UV(n) 在 单位 元 的 切 空间 有 ( 实 的 ) 维 数 222 一 mn2 = nz. 这 个 空间 与 所 有 mm 
四 凤 (w,g) 平面 与 (wy') 的 交 线 .译注 . 
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阶 反 埃 尔 米 特 矩 阵 的 集合 重合 ; 即 如 下 年 阵 
部 二 一世 (15) 


事实 上 , 如 果 4 < Tn), do) 一 1, 则 
A . ATH) = 1, | 二 X，0= Ca 二 + 下. 
所 有 以 埃 尔 米 特 什 阵 的 空间 的 维 数 等 了 m2. 其 中 的 稍 卡 儿 坐标 为 zh, k= 1,...,n, 
Re 3， Im Ep 其 中 之 
行列 式 为 1 的 画 抵 阵 的 群 5U(n) 也 由 维 数 为 n2 - 工 的 非 异 实 曲面 表示 . 它 丰 
单位 元 的 急 空 间 等 间 于 迹 为 0 的 所 有 反 埃 尔 米 特定 隆 的 空间 ， 
例 14.2. 考虑 群 SU(2). 我 们 在 红 11.3 中 看 到 5702) 中 的 矩阵 有 丧 式 


b 
( 因 ) ; la 十 四 2 一 1 
—b a 


如 果 & = z 十 记 ,8 = 十 记 , 则 方程 la 十 6 = 1 给 出 了 以 zx,y,wv 为 坐标 的 四 维 
空间 中 的 三 维 球面 
2， 和 矩阵 的 指数 映射 
设 工 为 群 GL(n,R) 的 单位 元 处 的 切 空 间 . 攀 造 从此 切 空间 到 群 汪 身 的 上 射 


cxp :To Gin,R), exp(0)=1 (16) 


六 
exp X=1+tT+ a +t {17) 


引 理 14.3， 
1]) 级 数 (17) 对 所 有 给 阵 总 均 收 合 . 
2) 如 果 和 矩阵 天 和 YY 交换 :XY = YX, 则 


exp(X+Y)= (exp KX)(exp YY. (18) 


3) 拓 阵 A = cxp XX 可 道 ， 且 
A-! = exp(—X). (19) 
4) exp( XT) = (exp XI. 
证 明 利用 不 等 式 (4) 和 (5), 对 于 绥 数 (17) 我 们 有 


Ym n+1 4 Ymtk—l < {xP | 六 |™t! 
{m+ 1)! (mr 十 大 一 1 ml m1 
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但 对 所 有 人 秆 | 了 级 数 elX| 收 敏 . 因此 级 数 (17) 的 部 分 和 序列 是 柯 西 序列 , 故此 级 
数 收 化, 现在 证 昌 公 式 (18), 利用 和 矩阵 蕊 和 YY 的 可 置换 性 得 到 


a9 Ek oo 1 
exp exp Y = 得 三 ) (2 和 


大 一 日 i=0 

ll mn! py 

二 六] (三 k! RY ) 

= > (x +Y)™ = exp(X + Y). 

m= 
公式 (19) 由 (18) 得 到 , 这 是 因为 矩阵 基 和 一 X 一 Y 可 交换 , 日 exp(0) = 1. 论 
断 4) 显然 成 立 . 

引 于 得 证 . 


设 G 为 上 面 考虑 过 的 矩阵 群 (G = GL(n, 有 R), O(n), Un) 等 等 ) 中 的 某 一 个 . 又 
设 了 为 群 @ 在 单位 元 处 的 切 空间 . 我 们 要 证 明山 射 exp 将 工 映 到 内. 
引 理 14.4. 
1) 如 果 GG = SL(n,R),X eT]ITX=0, 则 A=erp Xe SLn, 及 )， 即 
det A=1. 
2) 姻 困 如 二 O(n), 革 ET 即 久 为 反 称 矩 阵 , 则 A =exp 多 Ee O(n), 凤 A 
3) 如 果 避 一 Un), 玉 ET 即 六 为 反 埃 尔 米 特 矩 阵 , 则 A = exp XX € Un), 
即 和 矩阵 4 为 西 算 阵 , 
证 明 设立 三 =0. 考虑 年 阵 族 


4 的 一 exp(t4)， 
t 为 参数 . 由 引 理 14. 3 我 们 有 
A 二 +t2) 一 4)4(t) 


(矩阵 三 下 与 名 三 可 交换 ). 如 果 f(t) = det A(t) = del expttX), 则 zh + ta) = 
ff(to). 于 是 ，f( 旭 = ee 为 常数 计 c = 0: 我们 有 f( 引 = dot exp(tX) = 
det(l1 十 4 十 of 科 ) = 二 1 十 tTr 天 十 ol 如果 T 了 Tr 下 =0, 则 c= = 0. 因此 
det 4 的 三 1 特别 det 4= 1 论断 1) 得 证 ; 

设 托 阵 X 为 反对 称 : 


Pr 


六" = 一 大， 
于 是 矩阵 基 和 XT? 相互 可 换 . 设 4 = exp X. 于 是 由于 引 理 14.3 我 们 有 


AAT = (oxp X)(exp XI)T = exp{(X+XR)=1, AceOn). 
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论断 2) 得 证 . 
更 在 设 抢 阵 蕊 为 反 埃 尔 米 特 的 
X' = 一 天 
(其 中 了 上 上面 的 横 线 表示 复 共 斩 ). 设 4 = exp XX. 于 是 区 由 引 理 14.3 得 到 
AAT = cxp Xoxp 下" = exp 区 exp 及 1! 二 exp( 于 十 苹 站 = 1， AeU(n). 
引 理 证 完 . 
由 引 理 14.4 也 可 得 到 结论 : 对 于 群 6 = SO(nY, SU (n) 米 说 , 如 果 和 给 阵 忒 在 字 
中 , 由 指数 cxp 互 出 在 扬中， 
引 理 14.5。 在 坐标 原点 ( 凤 MM(n, 有 R) 中 的 零 答 阵 ) 的 某 个 邻 域 中 映射 exp 区 
证 明 闪 需 验证 映射 exp 在 点 Of 吾 标 原点 ) 的 牙 可 比 不 为 等 即 可 . 设 4 = 
(as) 一 exp 蔷 , 革 二 (£3), 我 们 有 


ak 
Or 
其 中 的 “… ”表示 那些 在 外 = 0 时 变 成 0 的 项 . 因此 映射 exp 的 雅 可 比 矩阵 具有 形 
式 (器 ) | .= (名 硬 ), 这 是 me 阶 的 单位 拭 阵 , 从 而 引 埋 得 证 . 
映射 exp 让 我 们 可 以 在 群 的 单位 元 的 邻 域 中 引进 方便 的 局 部 坐标 : 以 切 空间 工 
零点 的 邻 城 中 的 币 卡 儿 举 标 zx 作为 这 里 的 坐标 . 对 举 标 xi 的 显 式 公式 为 1 
(4-1 (4 一 
+ 人 -| . 
但 整个 映射 exp 可 能 不 是 一 一 对 应 的 (甚至 也 可 能 没有 映 满 整个 群 G; 参看 习题 
14.3). 
注 考 虚 空间 了 中 的 通过 坐标 原点 的 直线 , 即 第 阵 族 it 为 参数 . 那么 第 阵 族 
4 全 ) 一 exp(tXX) 形成 一 个 单 参数 子 群 . 
4(5]4 人 = Als+t), 4(0) =1, 
了 (一 有 一 4 人 
例 14.3， 在 群 5O(3) 中 显然 有 绕 任 意 轴 旋转 的 单 参数 子 群 ”我们 注意 到 有 
呈 仁 十 27) 一 4 的 . 对 于 绕 z 轴 的 旋转 有 
cos tr siit oO 
Alt)= | -sint eost Of=eoxplt|l -1 00 
0 0 1 0 00 


(20) 


zi(A) = (In AY = [a -也 


(21) 


§14. 作为 iy 价 空 间 中 前 曲面 变换 衬 98. 


3. 四 元 数 
四 元 数 的 集合 是 形 如 下 面 的 实 系 数 的 线性 组 全 的 全 人 悚 集合 三 


gEH, gqg=atii+e?t ak, (22) 
其 中 i,j 是 一 些 线性 独立 的 符号 , 在 孟 中 引信 双 线 性 乘 各 为 
请 = 一 ji j= 二 ==-1,， {23) 


南 8=#=c=g&=0 的 四 元 数 与 所 有 其 他 四 元 数 可 交换 , 容易 验证 具 这 样 定义 的 习 法 下 
的 理 或 可 结合 的 实数 域 上 的 代数 , 但 不 是 交换 的 . 这 个 代数 可 以 以 和 扼 阵 形式 
表示 . 

引 理 14,6， 对 十 每 个 四 元 数 g = a 十 届 二 以 二 dk 我 们 指定 -个 矩阵 Atg) < 


M(2,), 其 中 
a0 人 (24) 


etdi ao—h 
(其 中 i 汶 虚 单位 ). 于 是 有 
A{g gz) = A(q1) Atga). (25) 


注 公式 {25) 表明 映射 gr 4(g) 为 同 态 . 
证 明 和 从 要 对 g= i,j 上 导出 {25) 即 可 . 我 们 有 


0- ( ") “ 小 a (© 由 (20) 


现在 不 难 推导 出 
4 有 一 (Rh 
等 等 口 
注 常常 称 和 矩阵 
gz = iA(kR), oy = —iA(j), os = —iA(i) (27) 
为 泡 利 (Pauli) 此 阵 . 这 些 矩 阵 满足 
T2000=1, pooy 一 一 ayos 一 ts. (28) 
我 们 在 班 中 引信 共 罗 运 算 
E=0— hici— dk, (29) 


其 中 9 二 十 训 十 07 十 dk. 
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引 理 14,7. 觅 射 g1 5 为 代数 是 的 反 自 同 态 , 妈 


而 干 的 一 页 二 和， 而 芝 二 本. (30) 
证 明 立即 可 由 
A(D) = AT(g) (31) 
和 湛 射 4 一 AT 为 矩阵 代数 _M(2,C) 的 反 自 交 态 得 到 结果 . 口 
我 们 定义 四 元 数 的 模 la|? 为 
则 二 8 二 襄 十 避 土 忆 寺 忆 ， (32) 


其 中 @ 一 所 十 吐 十 十 人 
引 理 14.8. 四 元 数 全 体 班 构成 一 个 “上 除 环 ”(* 非 交换 域 "), 它 表示 对 每 个 非 零 
四 元 数 9 上? 关 0 有 一 个 确定 的 逆 四 元 数 9-:1, 使 得 


oo ! 一 工 . 
证 明 训令 _ 
1= 0, (33) 
EE 
于 基 gd = /lg =1. 
直接 计算 指出 
1 本 一 det (9 (34) 
因而 模 有 性 质 
|qo2l = | 时 四 本 (35) 


模 为 1 的 四 元 数 的 全 体 记 做 王 1, 由 (35) 知 此 地 | 在 张 法 下 为 群 , 又 由 (33) 得 
到 : 如 果 ge 了 Hl 则 gg-1 = 
在 具 坐 标 (a,8,c,9) 的 四 维 空间 了 中 , HT! 是 个 超 曲 面 , 它 满足 方程 


妈 十 要 十 呈 十 到 = 人 = 二 (36) 


因此 时 i 与 有 R! 中 的 单位 二 维 球 面 等 同 . 我 们 还 注意 到 , 如 果 gq 二 a 二 i 十 ci + dak,1 = 
lg Hx=athi,y=ct |zl? + yl = 1, 且 和 矩阵 站 {四 有 撒 式 


a ciai 2 YY 
MD = (0 Ca -- 则 一 (人 ") (37) 
于 是 (参看 911.3) 群 亚 , 同 构 于 群 SU(2). 
我 们 在 $13.2 中 看 到 球面 旋转 群 SO(3) 同 构 于 商 群 .5O({3) ~ S02)/ 土 1. 我 们 
将 再 给 出 一 个 方法 来 证 明 它 . 
没 Ho 为 满足 £ = 一 x 的 四 元 数 x 的 三 维 空间 . 在 此 空间 中 用 公式 |x|? = xz = 
一 22 给 出 度量 . 显然 这 个 空间 是 欧 几 里 得 的 . 


814。 作为 N 维 室 间 中 的 曲面 变换 群 “101 


引 理 14.9.。 如 果 lg = 1, 则 变换 
QT or!, rE Ho, (38) 


为 三 维 欧 氏 空间 本 0 = 到 3 的 旋转 . 

证 期 因为 8 一 z,8 二 9 故而 gxq-1 = 了 17z9 = -gxq 1 这样 ,在 变换 as 
下 三 维 空间 Ho 变 到 自己 . 另外 , |gxg*1| = 他, 即 其 保持 邢 中 向 量 长 度 不 变 . 引 理 
证 完 . 
于 是 , 映射 g oq 为 格 班 | = SUI2) 到 二 维 空 间 RR? 的 旋转 群 的 同 态 ， 容易 
证 明 , 这 个 同 态 的 像 为 整个 旋转 群 , 以 及 o_o = ao, 还 有 事实 : 如 果 aw = 090s, 则 
gi 二 土 qz- 由 此 得 到 了 SO(3) ~ SU(2)/ 土 1. 

再 举 个 例子 ， 我 们 要 建立 群 同 构 SU(2) x SU(2)/ 土 1 = S80(4). 设 pqgeH~ 
SU(2). 那么 映射 


apg :Tm prg!, rEH=R, (39) 
保持 四 元 数 z 的 模 平方 不 变 , 从 前 是 四 维 空间 相 的 正 交 变 换 {使 坐标 原点 保持 不 动 }. 


那么 , 映射 fp, 人 一 ay 是 SU(2) x STU(2) 到 O44) 的 同 态 . 国 为 这 个 映射 使 核 由 偶 
对 {1,00,( 一 1, 一 了])( 因 am = op.q) 组 成 , 故 有 单 同 态 SU(2) x SU(2)/ 土 1 一 Of 和 
由 于 群 S50(2) x SU(2)/ 土 1 的 连通 性 , 映射 (p.9) maps 的 像 在 群 5O(4) 中 (在 连 
续 上 映射 (39) 下 连通 集 的 像 集 汶 连通 集 }. 

现在 考虑 ”= 维 四 元 数 空 间 于", 其 基 为 e1,-… ,en, 四 元 数 举 标 为 站 ,gq", 有 
一 个 重要 的 事实 : 什 意 四 元 数 9 =a 十 下 十 咱 十 咏 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


9=T+yi=T+ yd =a y=et+i+di, (40) 
其 中 x 和 yy 可 以 简单 地 看 作 是 复数 ,如 果 十 vw) 为 男 一 个 四 元 数 , 则 有 下 [前 等 式 : 
(z+ HI + 0) = Cr + (+ 6) = (2 0 十 8 这 (41) 


现在 空间 HY™ 可 以 看 作为 277 维 复 空间 CH 其 基 为 E1 En fel ” Es 复 坐 标 
为 zl, ;人 人 蕉 中 a 一 rr + gj. 事实 上 ， 利用 表达 式 (40) 我 们 得 记 


deek = wienr 十 gjek = Tier 十 天 (yah (42) 


设 GZ(n, 到 ) 为 空间 H? 的 可 逆 线 性 变换 群 . 每 个 变换 4 < GL(n, 归 ) 由 和 矩阵 (8 给 
出 , 其 中 站 < 古 ,k,1 二 1.… nn, 这 时 四 元 数 堂 标 gq1，…. ,gr 按 规律 


= (43) 
变换 (这 里 因子 的 次 序 是 很 重要 的 ) 利用 等 式 (41) 我 们 得 到 复 坐 标 变换 的 规则 ; 


x (oo vib) 二 zw 
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了 二 (44) 
XE 一 at 十 bFj j. 


因此 , 空间 #1" 的 每 个 是 线性 变换 由 相应 的 空间 C2* 的 复线 性 变换 给 出 . 我 们 得 到 
了 群 昼 态 


:人 天王 ) 一 GL2n, CC), (45)} 
同时 外 (4 知道 , 如 果 4 = 4 十 吾 7 则 
clA) = (2 “】 . {46) 
注 类 似 于 和 11.1, 同 态 c 的 像 可 以 确定 为 所 有 与 苹 以 ; 的 算 子 7 交换 的 复 拖 
阵 ， 即 J = C 人)， 
我 们 令 


ne Te 
El = 》 le =D rg, £= gex (47) 
此 一 了 = 1 


来 定义 H" 中 的 二 次 型 |#]?2. 如 果 g 二 2 二 yj, 则 |g = |zP? 十 |yl?, 在 复 坐 标 (ze gz 
下 二 2 十 Why 那么 形式 (47) 便 等 周 于 标准 的 向 量 模 的 平方 


了 | 人 > (48) 
对 应 的 H* 中 的 类 似 的 埃 尔 米 特 形式 便 有 形式 


a 
(1, E20) = D6 = en £2 = eg. (49) 
亡 二 【 


定义 14.1.。 称 所 有 保持 形式 (49) 不 变 的 四 元 数 变换 的 集合 为 辛 群 , 记 为 Sp(n). 
在 复 坐 标 下 形式 {49) 表达 为 


人 6) = 2 十 太 们 (下 十 三 态 
一 (路 + — zy (50) 
设 4s Sp(n). 由 公式 (50) 知道 4 保持 埃 尔 米 特 形式 Dnt 十 斑 丐 ) = (&1, ta)c 
不 变 和 和 反 称 形式 (vi 一 Zt 寻 ) 不 变 . 于 是 c(Sp(n)) 包 售 在 UV(2n) 中 由 空间 C2n . 


中 保持 反 称 形式 >i 于 一 2f 忠 ) 不 变 的 惠 变 换 组 成 . 


.315， 高 维 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空间 的 共 形 变 . 103 . 


例 14.4， 群 9p(1) 同 构 于 5U{2). 事实 上 cl5p(1)) c UE9), 此 时 c(5p(1)) 中 的 
矩阵 保持 了 入 za 一 zig 不 变 , 即 保 持 了 复 平 行 四 边 形 的 “面积 ”, 此 四 边 形 由 向 量 


(zl 1) 和 (zx2,yz) 张 成 . 由 于 clSp(1Y) 的 什 陈 有 形式 (5 ) ,a 十 |B = 1, 我 
们 所 得 到 的 这 个 结果 与 上 面 得 到 的 -一 样 . 这 是 SU(2) 中 扼 阵 的 同一 形式 { 见 811,2). 


习题 


14.1. 证明 群 GL(n,C),U(n), Spln) 的 连通 性 ( 佐 看 84). 

14,2， 证 明 对 什 意 矩阵 成 立 公 式 : det (exp KI}=eT™*. 

14.3， 证 明 对 SF(2, 及 ) 指数 映射 的 像 不 是 整个 群 . 

14.4。 描述 群 rm SU(n), SO(p,q), SU (p,q) 在 单位 元 的 切 空 间 的 结构 ， 
14.5， 找 出 5L(2, 肪 ) 中 所 有 单 参 数 子 群 . 


815. 高 维 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空间 的 共 形 变换 


设 在 R* 中 的 区 域 了 上 给 出 了 两 个 度量 rs 和 多 人 空间 的 坐标 为 x1,-… ,zx". 
如 果 galz] = X(z)gap(z),Az) 关 0, 我 们 则 说 这 两 个 矩阵 定义 了 同一 个 共 形 结构 . 
更 一 般 地 , 等 价 于 给 定 度 量 gas 的 度量 , 用 坐标 变换 x = x{y), 就 得 到 度量 gag 超 以 
数值 滑 数 和 (zx). 

定义 15.1， 具 度 量 gj 的 区 拒 U 到 自身 的 映射 w; 5 -UU 被 称 做 共 形 度 醒 


是 说 , 如 果 度 量 gis = 与 原来 的 度量 成 比例 


rk 
yx Cg 区 
gog 二 Aga8， 入 二 XL). 


进一步 考虑 R* = R?%, 中 (p,q) 道 度量 的 伪 欧 氏 空间 , 其 度量 为 gg = goofog， 
gua = 土 1. 我 们 特别 感 兴趣 的 是 具 正 定 度量 的 欧 氏 空间 RR* 和 闵可夫 斯 基 空间 R? 一 
RY 1. 
这 些 室 间 的 共 形 变换 里 有 线性 的 变换 . 昆 然 , 线 性 的 共 形 变换 可 归结 为 下 列 的 
类 别 (参看 84,6): 
a) 运动 : 群 Op;9),X(z) 三 11; 
b) 伸缩 ， 


Zz 一 A7， 入 二 常数; 
6) 运动 和 利 缩 的 组 合 ， 


TAAT) A4EOp,9 和 X= 常数. 
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除 此 之 外 还 有 平移 (也 是 运动 ) 


TPI+ Lo. 


这 是 些 “ 显 然 的 ” 共 形 变换 . 在 它们 之 外 还 有 被 称 为 反 演 的 变换 ; 
中 反 演 ， 

. ， 光一 和 人 
4 全 一 TO) EO To (1) 


2 


其 中 人， 为 内 积 
人 一 Zoom 一 oo 一 fr 一 Tc 一 galr). 


我 们 应 留意 , 映射 (1) 在 点 zo 没有 定义 ; 为 了 消除 这 个 不 确定 性 , 可 以 在 R* 上 
添加 无 穷 远 处 的 点 , 作为 点 zo 的 像 
我 们 断言 反 演 确 旦 共 形 变换 为 此 我 们 以 y 表示 z 在 反 演 下 的 像 令 gp = 
ba: TF 天 空间 我 们 得 到 
yp = (0, ~ co) 
f=1 
于 是 ， 
25 一 (a 5 十 zo 
四 
内 此 计算 5 得 到 了 %s 的 表达 式 , 它 的 共 形 因子 为 
AI) = {Fo 20?2. (2) 


当 n= 1 时 所 有 变换 为 上 共 形 的 . 

当 ? = 2 时 有 许 儿 共 形 变换 , 它们 由 任意 -- 个 复 解 析 铂 数 所 定义 (参看 引 理 
12.4)， 

当 n > 2 时 的 情形 则 不 --- 样 . 有 定理 ; 

定理 15.1. 〈 刘 维尔 ) 任意 光滑 (要求 所 给 峡 射 的 图 数 至 少 有 四 阶 的 连续 导数 咏 ) 

共 形 变换 , 如果 定义 在 维 数 n>3 的 空间 的 欧 氏 ( 伪 欧 氏 ) 区 域 上 , 则 必 是 运动 ， 

伸缩 和 反 演 的 伪 合 . 

证 明 我 们 给 出 ”= 3 情形 的 征明. 

在 证 明 中 欧 氏 和 伪 欧 氏 的 情形 在 本 质 上 没有 差别 . 故而 我 们 将 只 证 通常 欧 氏 度 
量 的 情形 . 设 yt = yr(z1，… ,20), 为 从 区 域 上 cKR" 到 区 域 Vc RR* 的 映射 . (可 以 
将 此 映射 当 作为 在 区 城 0 中 引进 了 新 的 坐标 .) 不 失 一 般 性 , 可 以 设 点 O = {0,… ,0) 
在 两 个 区 域 U,V 中 县 yr(O) = 0. 共 形 性 意味 着 矩阵 4 二 (a8) 二 人 是 在 


az 


思 实 际 .定理 在 更 少 的 光 狂 性 下 也 成 立 , 但 我 们 不 用 它 ， 


815， 高 维 欧 氏 空间 和 以 欧 氏 空间 的 共 形 变换 . 105 . 


每 点 z E UV 上 的 线性 共 形 变换 的 矩阵 ， 换 名 话说 , 对 于 dx = (dx),dy = 4dz 或 
dy" 二 agdw8, 我 们 有 
lay| = (zx)lazl. (3) 


设 而 2 为 三 个 向 喇 , 它们 两 两 正 交 :fx8, 才 ) = 0,1i 我 们 十 是 有 

(i 7} 一 一 (4 AY;), i (4) 
它 对 所 有 点 ze 0 成立 , 而且 4 = A(%) = (5 ) .对 (4) 作对 第 三 = 个 向 量 汶 ,i 学 
直到 到 的 方向 微分 , 我 们 得 到 


如 
人 一 Tp BT ea, Any) 


一 (m a yt f,4m ) 十 (人 WE) ， (5) 
循环 交换 指数 (i,j, 避 , 我们 由 (5) 得 出 三 个 等 式 , 从 其 中 两 个 联 立 计算 第 三 个 , 我 们 
得 到 了 


Py 
(Fa, hm) 一 
{可 对 指标 1,2,3 进行 置换 ). 
因此 , 如 桌 问 量 ns 正 交 于 向 量 办 和 wa, 则 向 量 Bx ou 二 中 正 交 于 向 量 41s. 
由 于 n= 3, 我 们 便 有 了 


队 于 
BD = HP) ) + va Am). (7) 
1 B2y g 
“7 lAmP (go ,Am ) ， 
1 Oy 
~ [Anap (BF wi Am). (8) 


另外 , 由 (3) 知 |4mP = 和 (wz)lm|2, 因而 


1 1 DO 1 .DA 
一 ny 巡 一 二 ma -一 一 
天 22|ml 区 Orr 《4m1， oj 太 2 Dre 


x OA (9) 
- Bre 
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以 A(x) 除 (9) 并 利用 {8), 我 们 得 到 


BE A2p 
Fara (PY) = (Fan 2 (10) 


其 中 p = vA. 按 第 二 个 向 量 ms 的 方向 微分 (10) 得 到 


Opy) grs {op Op a 
Ba (rn ) A + ( Bose Baa RB) yD) 
这 个 等 式 两 端的 项 对 于 Ch, mp, 汉 ) 的 置换 对 称 . 因而 中 间 一 项 应 该 是 对 称 的 : 
Bp yg Pp 8 
人 四) A 一 (Bm mn. (12) 


因为 4ws 了 0,Am 关 0 和 Ama 关 0( 我 们 设 定 了 从 坐标 x 到 坐标 y 的 变换 的 雅 可 比 
不 为 零 ), 得 到 了 


dp 
Br Oz ee 并 三 三 0 (13) 


因此 , 在 任意 “对 不 交 向 量 上 双 线 性 形式 {13) 化 为 零 . 于 是 它 的 抵 阵 以 一 个 比例 因 
子 zfz?) 正比 于 某 个 度量 gs 


Op 
Brrrs 


我 们 要 证 明 efz) = 常数 . 设 & 为 任意 一 个 向 量 . 微分 (14) 我 们 有 


= oz)gys. (14) 


rset 三 C4 (#2, £3). (15) 
互 措 上 和 名, 并 将 得 到 的 等 式 相 减 便 有 
(六 )e- (多 &) 6) -0 (0) 


由 对 所 有 向 量 &; 的 这 些 等 式 便 得 到 vo = 常数 . 最 后 我 们 有 
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0 二 常数 ， p= ACE = clr ~ xol 十 由 a 为 常数 . 
潮 于 迹 上 映射 > 一 ”fo 同样 是 共 形 的 ( 共 形 因子 为 }, 我 们 有 


3 ) 


1 。 
一 二 二 = goly 一 yo 十 Bp， as, 姑 二 常数 (18) 
VA 
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由 (17) 和 (18) 得 出 
(eailz — zo + br}(azly — go + b2) = 1. (19) 


因为 y(0) =0, 故 z0 = yo 二 邮 此 得 到 共 形 映射 把 任意 球面 变 成 球 而 . 

考虑 球面 族 |x| = 总 办 为 y(0) = 0, 射线 人 ,四 变 到 射线 (69,2z).( 巨 与 共 形 映射 
保持 曲线 之 间 夹 角 不 变相 关 ; 垂 肯 于 中 心 在 坐标 原点 的 中 球面 上 科 点 的 线段 ( 射 
线 ) 变 成 了 Y 中 的 曲线 , 它 志 垂直 于 整个 球面 .) 另外 , 如 果 以 参数 7 使 线段 (0,v) 参 
数 化 , 0<Tgt, 则 


a 号 
jy| = [NE( 和 区) a EC 奔 ( 罕 ) 
aT 


选取 > 为 线段 (0,z) 上 的 自然 参数 , 我 们 有 


7” dr lz| dr 
yl = / VA / aa72 十 玉 (20) 


如 果 ai 关 0 和 关 0, 则 这 个 积分 给 出 了 关于 上 上限 的 超越 函数 . 它 与 {19) 牙 盾 . 这 
表明 或 是 o = 0, 或 是 5 = 0. 

al 二 0 的 情形 . 于 是 和 = 常数 . 这 是 运动 和 伸缩 的 结合 ， 

5 一 0 的 情形 (这 时 a1 关 人 0. 运用 z* = zj/zP 我 们 把 这 个 情形 化 为 上 而 的 情 
形 , 内 为 我 们 有 lx*| = 1/|zl. 

对 村 : 欧 几 里 得 度量 及 n= 3, 定理 得 证 . 口 

留意 一 下 , 在 证 明 中 我 们 并 没有 用 到 度量 的 欧 几 里 得 性 质 ， 因 此 定理 对 n= 二 3 
时 的 盆 欧 压 度量 也 成 立 . 对 于 n > 3 情形 的 证 明 , 其 变动 并 不 大 . 维 数 只 用 于 三 个 正 
交 辣 地 (1,72,?3) 的 等 式 {7). 

习题 15.1.。 证 明 对 维 数 n>3 叶 的 {7}. 

有 了 这 个 习题 后 , 定理 便 由 进一步 计算 自动 地 对 于 任意 的 n 都 成 立 . 

我 们 对 欧 氏 或 非 欧 氏 空 间 中 的 区 域 定义 了 共 形 变换 . 而 实际 上 , 反 演 有 奇 点 x 二 
zo; 在 此 映射 下 (相对 于 欧 氏 度量 ) 它 变 为 oo, 而 在 伪 欧 氏 情 形 , 由 方程 (2) 可 明显 
看 出 奇 点 集合 为 


{To — Loy = 0, 


到 通过 点 Ei 的 光 锥 . 
我 们 还 看 到 , 对 于 所 有 相差 了 - :个 因子 X(z) 的 刻 量 gs 共 形 变换 群 是 相同 的 . 
冉 此 我 们 可 以 在 具 黎 曼 度 量 的 任意 空间 上 对 共 形 变换 进行 法 化 , 使 它 共 撒 等 价 于 在 
殉 氏 坐标 下 的 欧 氏 度 芋 gas = Xziias. 特别 , 由 方程 
De) 一 1 


二 
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给 出 的 维 球面 9* 的 度量 共 形 等 价 二 在 其 他 某 个 坐标 下 的 欧 氏 度量 ， 当 nn = 2 
时 , 在 外 中 已 经 给 出 了 这 样 的 坐标 , 在 共 虑 等 价 于 球面 (除去 上 而 的 极点 ) 的 任意 
维 的 空间 中 , 像 ”= 2 的 情形 那样 , 引进 到 平面 (zx,… ,2*) 上 的 球 极 投影 , 并 以 
z1,… ,er 表示 , 这 时 的 度量 有 形式 (参看 99 中 n= 2 的 情形 ) 为 
生 
gop — g(a)sap, 3 人 — rR 7 21) 
72 一 (zl1)2 十 十 (zz)2， 下 = 常数 . 


在 这 个 坐标 (zl1，…… ,xz”*) 下 我 们 可 以 考虑 刘 维 尔 定理 中 得 到 的 所 有 共 形 变换 : 这 些 
是 群 Ofn) 中 的 变换 , 平移 Rn 一 R", 伸缩 和 反 演 , 还 有 它们 的 复合 . 

另 一 方面 , 在 球面 S" 上 存在 它 的 运动 群 O(n + 1). 我 们 进一步 将 球面 看 作 球 
lz| < 五 的 边缘 加 = 8Dn"+1 在 其 上 的 坐标 (x0,… ,xw7) 下 定 尖 了 办 巴 切 埃 斯 基 度 
基 ( 见 810) 


> R: ss 
dao = Rd "DA < Re, (22) 
一 


在 球 D*+1 上 罗马 切 夫 斯 基 度 量 的 变换 群 为 O(1,n 十 1), 这 个 群 比 群 O(n + 1) 更 
大 :O(n 二 1) Cc O(n 二 1. 加 巴 切 夫 斯 基 空间 可 以 实现 为 闵可夫 斯 基 空 间 R?+? 中 
的 曲面 , 在 此 室 间 中 的 向 标 为 (z0,…… ,zf 度量 为 


n+1l 
dl = (dz0)? 一 》 (dzo)2. (23) 


罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 5"+1 以 方程 


(2 — D(z =1 (24) 
表 出 . 在 坐标 (z7 ,zm+1) 与 坐标 (x?,-… ,zw") 之 间 的 关联 {参看 (10.6), 其 中 on = 


二 21 二 2 二 让 为 


2 F272—1 | 好 十 1 
P= be nil r= D1)?. (25) 
a 二 1 
于 是 成 立 下 面 的 论断 : 


定理 15.2. 党 伦 兹 群 0(1,n 十 1) 在 罗 巴 急 夫 斯 基 空 间 L*+1 上 的 作用 产生 了 
在 9 上 的 作用 (例如 , 如 果 L*+! 表现 为 边界 是 5* 的 球 Dr+1, 并 有 度量 (22)). 
所 有 这 些 变换 在 球面 5S* 上 的 标准 度量 (21) 下 都 为 共 形 , 并 上 且 没 有 奇 点 , 还 包含 
了 那些 基本 变换 . 这 表明 ,5"( 或 R") 的 所 有 共 形 变换 群 因而 问 构 于 Ofl,m 十 1). 


8$15， 高 维 欧 氏 空 间 和 以 欧 氏 空间 的 共 形 变换 :109 . 


为 此 必须 比较 R" 的 平移 , 伸缩 和 反 演 与 群 0(1,n +1) 或 O(n +1,1) 中 的 变换. 
所 有 这 些 变换 在 n = 1 时 已 有 表示 , 它 在 计算 上 是 极其 简单 的 : 


a2 2 
s+1 应 一 可 
平移 {zz 五 十 a) 全 a 1 —a E Of2,1), 
az a2 
5 “1-3 
A2 十 1 A2—1 
2 和 2 
伸缩 {xz 一 十 和 x, 和 A> 0 0 土 ] 0 E O(2,1), 
A2—l1 A2 二 1 
2X 2 和 
| 10 0 
反 演 他 二 ) 一 0 1 0jsor2,1， 
D 0 -1 


这 些 变换 在 球面 9! 上 均 共 形 , 并 生成 了 整个 群 Of2, 1). 

习题 15.2。 以 类 似 的 方式 证 明 空 间 RR? 的 共 形 变换 群 同 构 于 群 O(n,2). 一 般 
地 , 空间 Ry。 的 共 形 变 昼 构成 了 群 DO + Le+1). 特别 , 对 于 闵可夫 斯 基 空间 了 4 
其 共 形 变换 群 同 构 于 O(4, 2). 

注 另外 , 可 以 证 明 群 0(4,2) 局 部 同 构 于 车 SU(2,2), 我 们 不 再 构造 这 个 同 构 
了 . 
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816. 张 量 的 例子 


我 们 已 经 习惯 于 把 许多 量 以 空间 中 点 的 数值 汕 数 来 表示 , 例如 一 -个 点 到 某 个 固 
定 中 心 的 距离 等 等 ， 如果 我 们 有 了 某 些 这 样 的 量 , 那么 我 们 便 有 了 某 个 点 的 函数 了 
{或 者 说 基点 的 向 野 蚂 数 )， 在 三 维 空间 中 , 为 了 完全 描述 出 空间 中 点 的 位 置 至 少 需要 
知道 三 个 数值 两 数 ， 即 乏 为 点 的 坐标 (z1, x?, zx3); 每 个 坐标 ri 是 点 的 函数 ， 而 集合 
(zz2253) 则 完全 确定 了 这 个 点 . 我 们 遇 到 过 各 种 类 型 的 坐标 , 譬如 在 平面 上 的 笛 卡 
儿 举 标 x* ,2 极 贡 标 rp, 其 中 zl = rceos yp,22 二 rsin gp; 在 空间 中 有 笛 卡 儿 坐 标 ， 
柱 面 坐标 7,z,w 以 及 球面 学 标 7,8, op. 

于 是 , 坐标 是 点 的 这 样 一 个 数值 阔 数 组 , 它 完全 确定 了 此 点 在 空间 中 的 位 置 . 同 
样 地 , 对 于 - -个 物理 系统 , 我 们 称 完全 确定 此 系统 的 状态 的 这 种 数值 函数 组 为 它 的 坐 
标 【系统 的 状态 即 系统 “所 有 可 能 状态 的 空间 ”中 的 点 )， 例 旭 运 动 的 质点 的 坐标 由 
6 个 数 凑 定 : 3 个 华 标 及 速度 向 量 的 3 个 分 量 ; 在 这 里 我 们 便 有 了 状态 的 6 维 空 间 . 

然而 我 们 发 现 , 点 的 数值 丽 数 或 者 这 些 两 数 的 集合 的 概念 仍 是 不 充分 的 .问题 
在 于 许多 几何 和 物理 量 只 在 空间 中 已 经 给 出 了 某 个 坐标 组 (x1 ,x?, 3) 之 后 才能 以 数 
值 疯 数 组 的 形式 来 描述 ; 如 果 我 们 有 了 另外 的 供 标 z1, x2?, sa 


T= sizl, 22, 23), = 1,2,3, 


那么 这 些 量 的 数值 描述 可 能 会 有 很 大 的 变化 . 为 了 解释 清楚 这 种 可 能 性 , 让 我 们 考 
虑 向 量 的 概念 , 例如 , 沿 着 某 条 曲线 运动 的 速度 向 量 , 曲线 为 


816， 张 最 的 例子 .1 ， 


和 酝 坐 标 z!1, z?, z? 下 速度 向 项 的 分 异 为 
dz! dx? 地 ) 
( 写 ， di dt |r 


在 男 一 组 坐标 ?1 ,22 o2 下 这 同一 条 曲线 而 号 为 


= (ni ). 
是 


本 的 的) = 3, i = 1,2,3. 


我 们 得 到 这 同一 向 量 的 另 一 组 分 且 
dx! or? dzx3 
( 私 dt | = 


Or zi 
一 一 二 一 1, 2,3. 
和 dat ” 


(£1, £2, £3), 


其 中 


于 是 对 此 向 量 的 分 晤 我 们 在 坐标 变换 下 有 其 数 伯 形式 的 变换 公 半 


3 dri 
f= 1 ],2,3; 
ji 一 1 O21 (1) 


x 一 zi(zl, 2 23); 


这 里 的 和 56 为 此 向 量 在 所 给 点 土 以 坐标 x1,z?,x3 表示 的 分 量 , 而 太 ,2,92 为 
同一 点 在 坐标 z1, z?, z3 下 此 向 量 的 分 量 . 
在 坐标 变换 下 改变 的 数值 表 达 式 的 数量 类 中 , 张 最 是 最 重要 的 一 个 . 向 量 是 最 简 
单 和 最 直观 的 张 量 的 例子 . 当然 , 标量 是 张 量 的 平凡 的 例子 , 它 在 坐标 变换 下 不 变 . 
在 引进 张 量 的 准确 的 数学 概念 匣 , 我 们 考虑 另外 一 些 曾 多 次 遇见 过 的 那些 例子 ， 


1. 数值 画 数 的 梯度 
正 像 我 们 已 习惯 于 谈 及 和 想到 的 那样 , 在 笛 - 萎 儿 坐 标 x1, x2, zx? 下 数值 孙 数 f(x! 
xz2,335) 的 梯度 是 个 向 量 , 其 分 量 为 


全 如 也 
grad f 一 ( 训 ， 5 让 ) 一 多 


让 我 们 在 一 看 , 在 另外 坐标 z 1, z2, za 下 同 -- 两 数 的 张 量 是 如 何 表现 的 , 其 中 


2 vilel, 22, 2) = zi{z), £ 二 1,2,3. 


我 们 有 
grad 7 人 = 让 ,站 ,六 ) -加 
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Hf i HF Ori 


Bei Ox’ 日 2 3 
j=1 
因而 我 们 的 管 案 是 
3 Ori 
做 二 站 Ti (2) 


j=1 
这 里 的 ,2,&3 为 在 坐标 zl,z2,zs 下 这 个 滑 数 的 稀 度 分 量 ,m1 ,7%,mm3 则 是 在 坐标 
z1,22,23 下 的 梯度 分 量 . 
现在 比较 曲线 的 速度 向 量 和 函数 的 梯度 的 数值 表达 式 的 变换 公式 ， 


。 ; 3 i 
速度 疝 量 : = 2 7 
j=1 
3 Bri 
梯度 : Yi = € = 
2 7 Hz 


这 是 些 不 同 的 公式 ! 
为 了 比较 这 两 个 公式 , 我 们 引进 雅 可 比 矩阵 4 = (oj), 其 中 oj = 2 和 转 四 条 
阵 好 = (), 其 中 民 一 中 
对 于 向 量 € 和 了 我们 把 公式 (1) 和 (2) 重 写 为 形式 


<= 47 (速度 向 量 )， {1’) 
?一 47E (梯度 )， (20) 
如 果 和 矩阵 47 有 道 [47)-1!, 我 们 则 可 重 写 公式 (2), (27) 为 
AT) n= CD 
=(A™)-™ 6 & -3 . (3) 


在 什么 情形 下 速度 向 量 和 两 数 的 梯度 当 由 坐标 系 x 变 到 举 标 z 时 的 变换 规律 相同 ? 
由 公式 (1),{2) 和 (3) 我 们 得 到 
《= 47 (速度 向 量 )， 
二 (47) 1n ( 表 数 的 梯度 ). 
最 后 的 结论 是 , 为 了 使 变换 (1) 和 (3) 相 重合 必须 使 矩 阵 相 等 : 


有 = ( 47 或 者 474 一 1， 


是 6， 张 量 前 例子 ' 113 ， 


即 4 = (a) = (和 5 为 正 交 和 矩阵 (参看 34).( 附 带 给 个 评注 : 使 得 在 每 点 的 雅 可 比 


和 矩阵 4 = ( 污 ) 为 正 交 的 坐标 变换 x = xz(z) 是 个 线性 的 正 交 变换 :A = 常数 矩阵 .) 


因此 , 在 坐标 变换 于 函数 的 梯度 与 速度 向 量 的 变化 不 同 . 这 是 为 一 种 向 量 形式 ， 
我 们 称 之 为 “ 余 向 量 * 以 区 别 于 速度 向 量 . 


2. 黎 曼 度量 
父 已 经 说 过 的 奢 样 , 在 给 出 坐标 (x1,-… ,2z") 的 n 维 空间 中 度量 概念 (诸如 长 
度 , 角度 ) 借 即 于 说 数组 giy (2),i 二 10 = 二],… ,nn 给 出 . 按 定义 , 曲线 的 长 度 
公式 


1= / Do) dt (4) 


定义 ,其 中 一 至 , 且 一 次 型 半 gjlt6; 正定 . 这 是 一 个 定义 于 在 每 个 所 给 点 {z) = 


(zx! Lo 上 的 < 速度 向 量 。 型 问 量 工 的 二 次 型 , 它 依赖 于 点 , 我 们 称 95 为 黎 曼 度 
量 ， 在 兴 标 变换 


mi vifz! yo 1 ,nn, 


下 的 曲线 的 长 度 公式 有 了 形式 
6 
7 = CCAD 
人 > 


其 中 天国 一 于 (21 的 ;如 的 ) 同时 度量 分 量 的 变换 规律 的 形式 为 


(2) = >» gu le) ES. (8) 


因此 , 向 量 的 二 次 型 按 规律 (5) 变化 . 这 也 是 张 量 的 一 种 形式 ( 称 之 为 2 阶 张 量 }. 
于 是 , 我 们 已 经 有 了 几 种 类 型 的 张 量 : 
a) 标量 (不 变化 )， 
b) 向 量 ( 按 规则 {1) 变化 )， 

o) 余 向 量 ( 按 规 则 (2) 变化 )， 

d) 黎 曼 度量 ( 按 规则 (5) 变化 ). 

我 们 记 起 在 所 给 坐标 (x1,… ,x") 下 黎 最 度量 对 于 定义 在 所 给 点 上 的 长 度 概念 
是 不 可 少 的 : 如 果 在 点 x = (x1,… ,x") 给 出 向 景 上 = (69), 则 长 度 的 平方 等 
于 蕊 gs(z)éiei. 特别 , 它 用 于 参数 化 的 曲线 的 速度 向 量 上 , 以 将 曲线 的 长 度 定义 为 
速度 向 量 长 度 的 积分 . 
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对 于 企 学 标 变换 下 上 度量 分 其 的 变化 规则 (5) 能 唯 .地 从 向 量 分 量 的 规 旭 (1) 利 
明和 并 的 一 种 要 求 得 出 , 这 个 李 求 是 要 使 得 向 线 的 长 度 不 依赖 于 进行 这 个 计算 的 坐标 . 
申 线 的 喜 正 长 度 是 速度 向 量 长 鹿 按 时 间 的 积分 . 国 此 必须 使 速度 阅 量 长 度 平 方 


#2 = DD gE 人 


不 依赖 于 坐标 的 选取 . 由 此 坚 求 以 及 由 对 向 量 的 公式 (1), 我 们 得 到 对 度量 (9 ) 的 
分 量 的 变化 规律 (5). 

3 如 果 我 们 希望 定义 出 按 规 律 (2){ 或 (3)) 变化 的 余 向 里 长 度 平方 的 不 变 概 念 ， 
我 们 则 应 该 引进 分 量 (8)) 并 令 


EF = gi (wt (于 点 2)， € = (6 6) 


存 恋 换 天 二 me 二 1 ng 二 2 外 2 下 , 我 们 得 到 下 面 的 变换 规则 


一 号 定 Dez’ D2i 
2) = guo (6) 


Pt Ok Br 
长 度 将 不 依赖 于 坐标 的 选取 
np = (= $F = 96;. 


”这 里 和 = (全 ,fn) 是 在 坐标 xz，… ,zx 下 在 点 (x) 的 佘 向 量 的 记号 .p 二 (9 
?p) 为 在 同一 点 上 同一 余 向 量 的 记号 , 但 是 是 在 坐标 z1,.… ,zr 下 的 . 
变换 规律 (6) 又 给 出 了 一 -种 张 量 类 型 (2 阶 ). 
4. 最 后 应 该 分 析 … 下 仍然 缺 撩 的 一 个 二 阶 张 各 类 更 , 即 向 量 的 线性 算 子 . 
假设 在 其 坐标 z!,… ,2 的 空间 中 的 每 个 点 上 给 出 了 矩阵 {a5 (wm) 一 A(z), 它 在 
每 点 x = (zw1,，… ,x") 定义 了 向 量 的 线性 变换 , 这 个 线 竹 变换 A(z) 有 形式 5 = A&， 
其 中 


= Pe, 0 


其 中 E = (&1… ,87) 为 在 点 vw 的 向 量 . 
这 个 同 - 的 短 阵 定义 了 了 余 向 量 的 线性 变换 , 其 公式 为 n= A&, 其 中 


= (8) 


在 坐标 变换 zi = wifz1l,…. ,zn) 下 由 公式 (1).(7) 可 得 出 矩阵 4 的 分 量 按 4 =- 
(3) 的 规则 变化 : 


_ Oat Or! 
-2 Fr (9) 
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其 中 xz 一 wi(2), 吉 一 (x) 各 (zw(z)) = 2 于 是 
Bz 一 1 4 一 小 
入 后- i 
对 于 余 向 量 我 们 可 将 公式 (2) 重 写 为 
Dz1 
= > WF BY 如 zi 


日 zj Dri 了 


7 Oi 下 
笛 在 把 向 量 , 余 向 量 和 所 有 让 还 二 类 2 阶 张 量 形 式 的 变 措 规则 集中 列 于 下 面 . 
变化 规则 : 
1. 标量 i0 险 张 量 ); 不 变化 . 
1 阶 张 量 : 
2. 问 量 £ = (61) (速度 向 量 型 ); 变换 公式 为 


2 2 < 
= 站 关 Be 
3. 余 向 最 £ 二 (6&6) (函数 梯度 坦 ); 直 锦 公 式 为 
Dr! 
上 一 > 


这 是 因为 有 


2 阶 张 量 : 
: 癌 明 的 内 积 Hi7) 变换 公式 为 


Dr* Ort 
ij 一 Br Hz 


5 


5. 余 疝 量 的 内 积 95; 变 摸 公式 为 


六 = kl O° D2s 
9 Orr Ort 


6. 问 量 ( 余 向 量 ) 的 线性 算 子 4 = (ai); 变换 公式 为 
3 = 4 各 状 
Kl 
在 这 里 zi = zf ,2zm)， 好 二 2 it!, J 4 工 ny), 另外 
zi{zwl (zl,..- 2 Tz, 2)) = 27, 
D2! Or 
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1, 任意 阶 张 量 的 分 量 的 变换 规律 

在 上 …- 节 中 我 们 分 析 了 : 阶 张 量 (向 量 利 余 向 量 ) 和 2 阶 张 量 (向 量 的 二 次 型 
9ij; 余 向 量 的 二 次 型 g5 和 线性 变换 即 算 子 路 ). 

现在 我 们 可 雇 给 出 具 任 意 阶 的 张 量 的 定义 . 

定义 17,1。 我 们 称 对 任意 -个 坐标 系 (21,… ,xz"™) 给 出 的 数组 了 汐 p 十 

9 阶 的 (p, 中 型 张 量 ( 张 量 场 )] 是 说 这 些 数 以 记 号 按 下 曾 的 规则 依赖 于 举 标 系 : 如 

果 z= wi = zz 则 有 公式 


ET pk hes 人 zi . Orin 站 zi 本 Dz . 
了 1 bp Tha Dal Heir nil ” rig’ (1) 


【全 人 


这 里 的 ie 是 此 张 基 在 坐标 (z) 下 的 数值 记号 (分 量 ), 而 T2? 为 在 坐标 
(xz) 下 的 数值 记号 . 

指标 pj 和 1 到 间 变化 {这 是 在 
维 空间 中 的 张 量 }. 

因此 : 

速度 章 基 是 (1.0) 现 张 量 ， 

余 向 量 是 (0.1) 型 张 坡 ， 

问 量 的 二 次 型 是 (0,2) 型 张 基 ， 

余 向 量 的 二 次 型 是 (2,0) 型 张 量 ， 

向 量 或 余 向 量 的 线性 算 子 是 {1,1) 型 张 喇 . 

定理 17,1， 分 基 了 2 ”可 以 通过 Ti? 由 下 面 的 公式 表册 


let 


Jj | Oz Da Oxia 
TT 7 一 Ti 
hte > 


Hin Drip atl Ht (2) 
人 Dx Oris Oz Oz 
证 明 
我 们 要 利用 下 面 的 关系 式 
O00 gs 0 
Oz7 Ork Rs Dri zy g! 


它 是 由 变换 x = z(z) 和 z = z(z) 百 道 得 到 , 即 


zi(z(z) = ri; zr(2)) 一 2z2. 


考虑 关系 式 (1) 为 右 端 是 7 而 末 知 最 是 /7 各” 的 线性 方程 解 此 方程 必 
会 得 到 (2). 
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由 们 ) 成 立 有 公式 


O21 dz 在 了 六 站 7349 
2 oil ris az Hzla 


or Brippsa Os VA  DzinDo Drp 
> Bar Do 有 oh Ori Orn Brin dal Ben 
D7’ 2 D2k Ori 
sain _ PrJnT snrk _r 友 . 
= 2, Tr Be Bo Br ~ 2 Tor = I 


a T:3 


其 中 了 


{= (li, ,ho); $= (81,..* , 50): 
R= {ki ,hp); r= rl rp). 


故而 变 成 了 关系 (2). 定理 证 完 . 
我 们 列 出 张 量 的 最 简单 的 性 质 . 
在 空间 的 任意 给 定点 上 张 量 构成 了 线性 空间 : 如 果 了 = (TE 如),S = (S21 四) 
为 人 ,9) 型 张 量 , 于 是 它们 的 线性 组 合 AT + HS = 在 同一 点 上 也 是 (p,q) 型 的 张 
量 , 其 中 分 最 UE = AT 十 0S0 9. 必须 指出 , 张 量 是 从 属于 点 的 一 个 对 象 
而 不 存在 从 属于 不 周 点 的 张 量 的 加 法 规律 
存 n 维 空间 中 的 tp, 型 (在 一 点 上 的 ) 张 量 的 线性 空间 , 其 维 数 等 于 nr+a. 如 
果 在 坐标 系 为 (z1,… ,zw") 的 n 维 空间 中 基 坐 标 向 基 以 61,… ,en 表示, 而 基 余 向 


最 为 cb ,en, 则 任意 张 量 可 方便 地 从 形式 上 写 为 下 列 形状 
向 晤 《ce (例如 汪 一 村“) 
人 向 量 《= 2 ee (例如 ,erad f= De )， 
二 次 型 (gy) = 了 9we' Bef (对 向 量 ) 
3 


二 次 型 (的 ) = 》 95e; @ ej( 对 余 向 量 )， 
二 

线性 算 子 4= DS aies ei, 
了 

任 一 个 张 量 了 = (2 加) 可 以 写成 


T= 2 en @® i ee. (3) 
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值得 注意 的 是 , 在 这 些 记号 中 指标 的 顺序 是 重要 的 : 不 能 交换 位 置 , 譬如 说 ,es， 和 = 
内 此 , 在 空间 中 点 {z) 的 {p,9) 型 张 其 的 线性 空间 中 的 基 具 有 形状 


ei BeBe BN BB, (4) 


其 中 jj 独立 地 到 值 于 1,… ,n; 因而 基 由 rn?14 个 元 构成 在 坐标 变换 xi = 


zi(z1 2 下 我 们 过 渡 到 从 属于 同一 点 的 张 量 的 线性 空间 的 男 -… 组 基 , 即 在 所 给 
点 上 与 坐标 向 是 系 * 相关 联 的 基 . 
在 空间 中 所 给 点 上 这 些 由 一 个 到 另 一 个 基 的 相互 表达 式 按 下 面 公式 进行 : 


ti Be Bel BD el 


Hz 日 zi Ari Ori i (4) 
-i - 本 EE cE 和 
> , i ip t i 1 
(i Ovil Or zt O's 了 


我 们 列 誉 儿 个 例子 . 
1) 应 力 张 量 (三 维 情形 )， 在 连续 介质 的 每 点 > = {zl zx?,x3), 作用 于 介质 的 小 
面积 AS 上 的 张力 由 (A5)Pln) 计算 , 其 中 A5 垂直 于 单位 向 量 n,P 为 线性 算 子 : 


i—1 j=1 


3 3 车 
己 = (了 ). 称 张 量 户 为 应 力 张 量 . 如 果 mn =》 ozeh 则 P(n) = 》、 (7 es 


3 
或 {Pln)} 一 mF 例如 , 在 可 应 用 帕斯卡 定律 的 场合 , 即 作 用 于 单位 正 交 面积 上 


一 1 


的 力 与 方 加 无 大， = 6ip, 其 中 pb 是 被 称 为 所 给 点 上 的 张力 的 数值 ， 


2) 形变 张 革 ， 如 果 连 续 介 项 在 坐标 21,22,z3 中 给 出 , 并 在 介质 的 每 点 上 给 出 
了 一 个 位 移 


Tt 十 wi (x), 


就 是 说 , 介质 经 受 了 形变 . 如 上 果 在 初始 状态 下 介质 的 邻近 点 之 间 的 距离 , 譬如 , 在 坐 
慰 x1,x?,z3 下 为 欧 氏 的 


【全 站 一 D> (Ar') 一 De ‘2, 


i=1 
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则 存 形变 之 后 的 在 辐 样 的 两 点 之 间 有 郑 一 种 距离 (AD? = 3 [wt +t(z) 一 xi 一 wi('2)]?， 
显然 


3 3 
(AD? = (AD? +25 AcAw 二》 (Au)2， 


于 是 当 Am 一 0 时 


Qu’ Ow Ou 
2 一 了 | | 
(aD? = (a 122 0 de 1 2 Fd de 
因为 pj 
~ OU 重 
2 a oar 7 一 之 Ba dr 
则 有 等 式 , 网 
Ci 一 du ou gd 
?> 5 da = 2 (入 十 5 ) ar dp, 
让 有 uc Ou . 
2 2 i 
{di) -一 (a) 三 2 @ + 2 党) 全 
站 2 i De? 
定义 17.2。 称 系数 十 2 5 2 CU 为 介质 的 形变 张 是, 其 中 思 j = 包 + 


如 果 wi 为 小 位 称 , 则 关于 wi 的 二 次 部 分 可 以 抱 略 不 计 . 我 们 因而 得 到 了 小 形变 
张 量 , 
Bu’ Bw 
WT Gr Oo 
根据 胡 克 定律 , 小 的 介质 形变 所 产生 的 应 力 线 性 依赖 于 形 Ez 变 . 所 以 在 应 力 张 量 和 
形变 之 间 应 是 线性 关联 的 


P= Un). 
这 个 线性 关联 是 个 4 阶 张 重 . 在 指标 彤 式 下 有 Pj = 0m 这 里 的 P= (Pn = 


Cai),0 二 (UI). 张 量 UR! 为 4 阶 , 由 81 个 分 量 播 述 在 连续 介质 上 的 胡 克 定律 难 
道真 的 要 81 个 数量 来 描述 吗 ? 

如 果 坐 标 是 欧 几 里 得 的 , 我 们 则 可 以 对 向 量 和 余 向 量 (相对 于 正 交 变换 ) 不 加 
区 刑 , 或 更 一 般 地 对 张 恒 的 上 指标 和 下 指标 不 加 区 别 ,它们 的 变换 是 相同 的 ， 张 量 
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7 = (U5) 在 欧 氏 坐标 下 定义 了 81 个 数 . 存 连续 介质 的 各 向 同 性 {过 向 ) 的 假设 下 ， 
这 个 数目 可 以 大 大 缩减 . 这 表明 在 每 点 , 张 量 5 在 只 相差 一 个 绕 此 点 的 旋转 (包括 
反射 ) 的 所 有 坐标 下 , 它 的 这 种 数值 记号 是 唯一 的 , 也 就 是 说 , 在 正 交 变换 下 不 变 , 这 
个 假设 在 流体 情形 成 立 , 然而 对 刚体 则 不 总 成 立 . 
在 各 辐 同 性 成 立 的 条 件 下 可 以 利用 下 面 的 这 个 重要 定理 , 然而 我 们 只 叙述 于 后 
而 不 加 以 证 明 (由 于 问题 是 关于 正 交 变换 的 , 故而 我 们 对 于 上 下 指标 不 加 以 区 别 ). 
定理 17.2. 在 正 交 变换 下 不 变 的 4 阶 张 量 类 由 三 个 参数 和 ,jv 决定 ; 它 由 张 


三 
EE 


Uikt = Mapdyt ot diydrt + voirdyg 


构成 . 
用 从 双 指 标 张 量 ms; 变 到 双 指 标 张 量 PB; 的 方式 表示 , 则 这 个 张 最 可 由 公式 


Py = Mp + ETY P67; + wry 
描述 , 其 由 Tr n = 》 ns. 如 果 我 们 记 起 所 考虑 的 张 量 w 和 P 是 对 称 的 , 即 jj; = 


Wi 二 Pi 那么 张 量 PP 实际 上 上 内 依赖 于 两 个 参数 , 即 +z 和 六 最 后 结论 : 在 各 
向 同性 物质 中 , 描述 4 阶 张 量 的 两 个 2 阶 的 物理 的 (对 称 ) 张 昌之 间 相 关联 的 线性 
规则 在 介质 的 每 个 点 上 只 依 顿 于 两 个 常数 . 

自然 的 问题 是 ,1,2 和 3 阶 的 迷 问 张 量 会 是 什么 样 . 

当然 , 不 存在 那样 的 向 量 和 余 向 量 , 它 的 堂 标 在 旋转 下 不 变 . 

至 于 2 阶 张 量 , 在 其 坐标 i,y 的 二 维 空间 的 任意 张 量 (3;), 在 变换 x 上 zy 一 
一 下 变 为 (开店 :网 二 hi ho 二 zz; hz = 一 Fa 有 二 一 ha 而 在 变换 zx le 
z 下 变 为 张 量 【用 ) hf = hz; 有 = hb; 二 has = his; 使 hi 二 有 二 hy 给 
出 1 = hzz, hi = hz = 0, 即 hy = M5;. 因此 ,(X5iy) 是 唯一 的 2 阶 迷 向 张 基 ( 显 
然 , 提 到 的 上 述 论证 容易 推广 到 任意 维 空间 的 情形 ). 

可 以 证 胃 不 存在 3 阶 的 迷 向 张 且 . 

我 们 要 强调 指出 , 迷 向 性 的 假设 要 假定 黎 曼 度量 的 存在 (我 们 明确 假定 的 是 欧 
氏 度 量 ), 然而 张 量 的 概念 与 度量 并 无 关联 ; 度量 本 身 就 是 一 种 张 量 .所 以 值得 看 一 
看 , 哪些 张 量 和 不仅 在 旋转 下 不 变 , 而 且 更 一 般 地 对 于 线性 变换 不 变 . 这 时 区 分 上 和 下 
指标 就 是 重要 的 了 . 
首先 明白 的 是 ,(p,q) 阶 的 非 零 张 量 只 有 在 p = 4 时 才能 是 不 变 的 : 当 坐 标 系 在 
相似 伸缩 夭 硅 时 张 量 的 每 个 分 量 均 乘 以 Nm, 它 只 有 在 p ~ gq = 0 时 才能 等 于 
1， 特 别 , 不 变 张 量 必 具 偶 数 阶 .在 2 阶 张 量 中 不 变 的 只 有 张 基 古 一 而! 已 是 旋 
转 下 不 变 的 2 阶 张 量 不 会 再 多 了 . 结果 , 不 变 的 4 阶 张 量 是 具有 两 个 参数 的 张 量 族 
Ui = ML61 + pdi6i., 
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2. 张 量 的 代数 运算 
我 们 先 引进 一 些 方便 的 符号 . 设 在 坐标 系 (z1,… ,x*) 下 给 出 了 (p,q) 型 张 量 的 
分 量 TH 设 给 出 了 另 -一 华 标 系 (27 )( 其 中 撤 ”在 指标 上 ), 其 中 


TE = pe (TT, Tt)) k=1,.-.,n. (5) 
我 们 张 量 的 分 量 在 加 扳 的 坐标 系 中 以 7- 表示 . 这 时 变换 规则 (1) 有 形式 
刘 站 zi 站 zip el Oia 


} 一 rs 
Ty > je Dril Orir Or Br (6) 
(人 


或 着 
Ti > 下 De Hr! Bad 


Fja 


(7) 


| HB Bam Or Dri 
C2) (7) 


指标 从 1 到 n(n 为 空间 的 维 数 ) 求 和 , 而 求 和 记号 于 则 可 以 不 再 写 出 . 那么 , 在 公 
式 {6) 中 要 按 两 次 重复 的 指标 (上 和 下 面 的 ),… iy; 所 ,… ,jy 取 和 ; 在 公式 (7) 中 
二 次 重复 指标 为 站 , 记 ; 并 ,六 ! 而 指标 i 和 首 等 等 则 是 独立 的 . 
运用 这 个 规则 , 还 有 加 撤 的 指标 , 可 以 在 书写 张 量 分 析 的 公式 时 避免 出 错 . 
现在 我 们 来 引进 三 个 重要 的 张 量 的 代数 运算 . 我们 上 先 在 一 个 男 定 的 坐标 系 
(xz1,… ,2*) 下 定义 它们 . 


1) 指标 置 搁 . 设 o 为 数 1,.… ,9 的 一 个 置换 :z 二 ( 人 )) . 置换 o 作用 
| GT) 
于 数组 (天 ,为 ) 的 规则 为 


ath, | ,ja) 二 (fat) “0 :or (8) 


如 果 成 立 A 1 
Tn = To ya) 9 
我 们 则 说 张 量 写 :… 冯 是 由 张 量 7 车 经 下 指标 的 置换 得 到 ， 上 指标 置换 的 定义 是 


类 似 的 , 上 下 指标 之 间 则 不 能 置换 : 这 样 的 运算 对 于 举 标 变换 不 是 不 变 的 . 在 二 阶 张 
量 (CT5) 的 情形 ;i 和 ; 的 车 换 转 化 为 此 张 量 的 分 量 构成 的 矩阵 的 转 置 运算 . 
2) 缩 并 ( 取 迹 ).(p,q) 型 张 量 (六 3) 对 于 指标 (ix 和 的 缩 并 是 指 张 量 
(Pa 它 是 (6 一 1,g 一 1) 型 的 , 由 公式 
Ti tp Tiltik "ip—1 (10) 


J41---3 了 9 一 1 PE 


(请 记 住 , 按 两 次 出 现 的 【上 和 下 ) 指标 进行 从 1 到 n 的 求 种 ). 例如 ,(1,1) 型 张 量 (7) 
的 缩 并 是 标量 区 ( 即 线性 运算 (了 Tj) 的 迹 Tr TT). 
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3) ( 张 量 的 ) 乘 积 . 如 果 给 几 了 (p,9) 和 (#,) 型 的 两 个 张 量 (7 和 (PP 基 )， 
则 它们 的 飞 积 5 = 他 四 尸 为 外 十 局 4+ 站 型 张 量 . 其 分 量 为 


人 1] 
Si 二 了 7 jot1l'' "jatt ( 1 


(乘积 因子 的 次 序 是 有 本 质 作用 的 ). 但 我 们 留意 到 张 量 积 是 可 结合 的 运算 . 
引 理 17.1. 作为 运算 1), 2), 3) 所 得 到 的 结果 仍旧 是 一 个 张 量 , 另外 应 用 这 些 
运 竺 的 所 得 结果 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 . 
证 明 1) 彼 设 = 只 置换 它们 自己 的 指标 玉 和 1 


于 是 


lp Ili 


当 和 转换 到 带 搬 的 坐标 系 时 我 们 有 


i 
jerja Hk 


1 Op? Dp! Orn Or 9 


Br de Bi Gh Gan (13) 
改变 右 端的 指标 记号 : 以 六 表示 其 , 以 元 表示 区 这 并 没有 改 必 整个 表达 式 , 其 诛 
内 在 于 我 们 在 按 这 些 指 标 进行 了 求 和 , 这 样 , 公式 (13) 的 右 端 便 有 形式 


， 了 i rr a 
TT 全 Or" Or Ory 站 了 4 站 po Pro 
有 Do 
. , oo 
a i OT 有 DT mp rll De 
i Bri Bris Ori Djs’ 


即 我 们 已 证 明了 于 为 (p,q) 型 张 量 的 分 量 . 
2) 对 十 按 指 标 i 和 jy 缩 并 的 张 量 我 们 有 (以 如 入 表示 略 去 了 这 些 指标 ) 


， ， 
市 人 Ti 地 dr! Orr po Or 
了 Ja Hp?1 Dr'p il Oris n= 
2 Tig ; a ji 要 
了 和 i Ow Dz Orir ril Dr .| xie 
Te Opik Or Or Dvir EE 
; -rr 
人 二 ; 本 区 -下 sr 
人 ka Ox Oz’? Or Or Or 
Dril Dr Ons Drir Drit ri ’ 


其 中 我 们 利用 了 等 式 人 7 一 说， 乘积 (11) 的 张 量 性 质 是 显然 的 . 引 理 得 证 


S18. (0,k&》 型 张 量 1238: 


现在 考虑 所 构建 的 运算 的 应 用 例子 . 

例 . 

17.1 设 已 给 向 量 各 和 余 向 是 方 . 可 作 兵 乘积 , 即 张 量 1 = Em, 其 为 (1,1) 
型 , 而 迹 为 Ti = finy. 这 是 个 标量 , 即 向 量 与 余 向 量 的 内 各 . 

17.2 如果 已 给 出 向 量 总 和 线性 算 子 4 则 乘积 TT = 4 为 (2,1) 型 的 向 
量 . 缩 并 

= TH et 

仍 是 个 向 量 , 风 对 原来 向 量 &: 应 用 算 了 4 的 结果 . 

注 利用 所 引进 的 向 量 和 余 向 悚 的 内 积 , 我 们 对 每 个 向 量 指定 - -个 作用 于 :函数 


的 一 阶 线 件 微分 算 子 ; 因为 【让 Of 7) 为 余 向 量 ( 滑 数 的 梯度 ), 表达 式 


; 也 
2 一人 0 


为 标量 { 哆 数 沿 方向 的 导数 ). 特别 地 , 如 果 el ,en 为 向 量 空 间 的 基 , 其 中 向 量 
ex 的 坐标 等 杆 {ep} 一 各 ,于 基 由 公式 (14) 得 到 


au - 和 5) 
所 以 在 我 们 的 对 应 下 , 场 的 基 疝 时 转化 为 过 7,…… ,二 i. 这 样 , 向量 对 应 于 微分 算 
= ze. (16) 
习题 


17.1， 验证 置换 上 和 下 的 指标 ZT 一 荆 " 训 不 是 一 个 张 最 运算 .( 举 例 ) 
17.2， 如 果 一 个 2 阶 张 量 所 对 应 的 矩阵 是 非 退 化 的 ， 则 称 其 为 非 退 化 张 量 . 证 
明 非 退 比 一 阶 张 量 的 邀 第 阵 也 是 个 张 量 . 


§18，(0,k)】 型 张 量 


1. 表 下 指标 张 量 为 微分 形式 
先 考虑 {0,1) 者 的 张 量 , 即 余 向 量 . 我 们 在 前 面 有 过 余 向 量 的 例子 ; 毅 数 f 的 榜 


. 回忆 在 分 析 中 , 我 们 称 表 达 式 


放 (让 


A qe 0) 


Y= Bri 
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为 丽 数 的 微分 . 如 果 纵 出 变换 zi = zi(tz!l,… )) 则 


ori 
i 2 
dx = - de ' ( ) 
of Of By ,ss Of ,, 
一 + 一 一 3 
Y= Bid = (站 让 Ez he ®) 


于 是 表达 式 df 对 于 坐 标 变 换 不 变 . 类 比 地 , 如 果 我 们 对 任意 余 问 量 (3 给 出 对 应 的 
表达 式 Tdzi( 微 分 形式 ), 则 此 表达 式 对 于 坐标 变换 不 变 . 
这 个 符号 dzi 是 什么 ? 场 的 其 余 向 量 ei 按 规则 
ei = Be et = Trer (4) 
变换 . 最 后 面 的 那个 等 式 表明 荆 ( 相 应 地 7y) 为 在 基 el,… ,e*{ 相 应 地 时 ,e™) 
下 余 向 量 的 坐标 , 
我 们 看 到 基 余 向 量 ei 按 与 do --- 样 的 规划 变换 


Or - 7 pt jr 
=e dr = dr 
Or Ori 
9 -=r 站 
Ee dr, el 0 ddr. {5) 


.可 以 说 ,符号 de: 就 是 基 余 向 量 el， 微分 形式 和 aas 对 应 于 余 向 量 按 基 的 展开 式 
Tie?， 在 上 一 节 我 们 已 看 到 , 任意 念 向 量 是 在 向 量 上 的 线性 形式 ， 特 别 ， 线性 形式 


of = de 在 向 最 AE = Asziei 上 的 取 什 按 定 义 等 于 


(这 de ,A¢) - SA A (6) 
我 们 已 经 :知道 这 个 表达 式 被 称 为 旺 数 了 的 增 基 的 线性 主 部 ， 这 个 增 晤 是 由 位 移 
向 量 As 产生 的 . 
考虑 第 二 个 重要 情形 :(0,2) 型 的 张 量 . 这 类 张 量 的 空间 的 基 由 乘积 


eliei (7) 
组 成 . 按 基 (7) 展开 任意 张 量 ( 工 ;) 有 形式 
Tije’ ® ei, 8) 
张 量 (15;) 是 向 量 上 的 双 乒 性 形式 . 事实 上 ,如 果 &,n 为 两 个 向 量 , 则 表达 式 
Ttiry (9) 
为 标量 , 是 双 线 性 形式 了 在 向 量 <,n 上 的 值 . 
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-任意 一 个 (0,2) 型 张 量 分 解 为 对 称 和 反对 称 (Ti; = 一 五 ;) 的 和 . 这 由 下 面 恒 等 式 
可 清楚 看 出 
Ty = TH™ + TH 


17 > 
7TH" = 3 + Ty); Tat 一 3 ~ Tji). {10) 
由 (10) 得 课 对 称 张 基 空间 的 茜 为 


ciweltelwer 


jj 1 11 
了 ， i (11) 


和 上 反 称 张 量 空间 的 基 
eiAei ete eme,t<i (12) 


如 果 张 量 工 ; 对 称 , 则 其 按 基 (11) 的 展 式 为 


Tije' ® ei = YTiye’ EI YS Te ® ei 


[| Ce 
站 ei Beit+elime 
-人 四 
2 1 
如 果 张 量 全 为 反 称 , 则 其 按 基 (12) 的 展 式 为 
Te @ei = ) Tyei®eit DY Tei@ei 一 STye' Ae, (14) 
Li tj ij 


基 (11) 在 微分 形式 下 可 记 为 dridxi = dridai, 而 基 (12) 可 记 为 di A dwi = 
一 da A di, 
例 18.1.。 黎 曼 度量 gi 是 对 称 的 (0,2) 型 张 量 的 例子 . 它 按 基 dzidwi 的 展 式 为 


gi dr ada. (15) 
这 是 长 虚 元 平方 的 已 知 公式 . 


2. (0,k) 型 反 称 张 是 
定义 18.1。 称 张 量 (到 ) 为 (0,) 型 反 称 张 量 是 说 它 满足 


了 ct) 二 SHI， (16) 


其 中 sgnfe) = 士 i 是 置换 a 的 符号 ; 我 们 在 $17 的 公式 (8) 中 和 定义 了 它 在 数组 

人 上 的 作用 . 

由 于 置换 带 标 运算 的 张 量 性 质 ， 这 个 定义 不 依赖 于 坐标 系 的 选取 ， 关 此 , 张 量 
(Ti... ) 在 任意 指标 的 奇 痊 换 下 改变 了 符号 , 而 在 指标 的 偶 置 换 下 数值 不 变 ， 
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注 如果 阶 大 于 空间 的 维 数 n, 那么 反 称 张 量 (了 ,.i,) 恒 为 零 {显然 会 有 一 
对 重复 的 指标 ). 
对 于 反 称 张 量 而 定 使 用 微分 形式 的 语言 非常 方便 . 这 种 张 量 空间 的 基 上 由 


dr A (17) 
组 成 , 其 中 
dol A A dir 一 > sgnfajeettl] (i {18) 
他 夺 访 所 


{对 全 部 指标 的 置换 取 利 ). 如 同 前 一 小 节 中 那样 , 我 们 对 于 反 称 张 量 (也 ) 得 到 对 
应 的 微分 形式 


Ti ei 人 已 让 二 > Ti de 内 de (19) 


表达 式 Bi 入 -… A dz 对 于 指标 党 换 为 反 称 的 
dr) A A dr 一 Sgn{o)dr A... A dvit, (20) 


例 18.2.， 考虑 在 n 维 空间 中 的 (0,n) 坞 反 称 张 量 ， 每 个 这 样 的 张 量 (了 ，,) 
由 一 个 数 五 。 确定 . 事实 上 ， 


To n) = SEN(T)TIS...n, {21) 


而 如 果 在 指标 二 ,… ,i 中 即使 有 两 个 相同 , 则 分 量 史 ,， 为 零 . 因此 , 我 们 有 唯 : - 
的 基 的 张 量 , 即 dz! A.…. A dr". 

在 物理 的 文献 中 这 个 张 量 的 分 量 以 Ede 表示 ， 显 风 ,分量 所 be 不 为 零 仅 当 
在 指标 订 ,…. ,i 中 没有 重复 的 . 于 是 


_ {7 sgn(d1, i) = 41, 


22 
-1 sgnfi,. ,in) = 一 1， 2 


自然 ,Ti .3 一 了 onEi . 
在 坐标 变换 下 阶 反 称 张 晤 如 何 变 化 ? 
定理 18.1， 阶 等 于 空间 维 数 的 反 称 张 量 在 坐标 变换 wi = x? (zz 下 其 
变换 规则 是 

Ta = Tig, (23) 
其 中 了 二 det 3 为 变 黎 的 雅 可 比 . 


了 
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证 明 我 们 对 基 张 基 sa ,来 验证 公式 (23). 我 们 有 
E12.n TT Eas 9 … 2 一 2 sento) ge …- 2 
于 | 


区 中 为 时 构 ( 的 
t1 四 


例 18.3， 设 {0,2) 地 张 基 (900) 是 非 退 化 二 次 型 , 且 9 = dct(giy). 在 泽 标 变换 


oz yzz) 下 分 量 giy 的 变换 规则 为 


Dr: Ori 


i i Oo, 
gi gi Dr Di 


了 


或 者 写 为 矩阵 形式 为 G' = ATGA, 4 = ( 生 ,1G 二 fg)G = (9 那么 行列 式 


og= det 好 变换 规则 为 
9g 一 et 一 det(4TG4) = (det 42det G. 

因此 ,Vg = vigildct Al. 

这 样 , 我 们 证 明了 

推论 表达 式 VEdzlA. .Ad 在 了 一 人 

坐标 变换 下 的 张 量 . 

复 的 情形 . 如 果 给 出 了 复 空 间 , 其 坐标 为 z1, . : ，, 2zmj; 3 
iy ,2 二 微分 形式 可 以 写成 

JT 了 > Ta, 五 十 中 一 大， 


其 中 的 项 


了 (人 一 >、 Tp ja dr MA dzir Mdait A... 


站 < 2 
被 称 做 “fp, 的 型 的 形式 > 
例如 , 设 给 出 形式 
1 = Taodz" Ad52， 


其 中 Tg。 = 一 7agp. 于 是 矩阵 (7ap) 满足 条 件 


订 pa = 3178 


(24) 
J 
"其 中 ze 一 32 十 

六 加 Ba (25) 


从 而 是 埃 尔 米 特 形 式 Tgdz*dzs 的 矩阵 . 于 是 , 在 复 情形 下 埃 尔 米 特 度 最 为 (1,1) 


型 的 形式 . 
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3. 微分 形式 的 外 积 , 外 代数 
作为 在 817 中 引进 的 张 量 的 代数 运算 的 应 用 , 我 们 来 定义 两 个 反 称 张 量 的 外 积 ， 
它们 分 别 是 (0,p) 型 和 (0, 9) 型 (相应 地 为 p 和 gq 阶 的 微分 形式 ). 假设 


i 一 > Ti ri A A ri ， 


上 区 攻守 (26) 
[Ee >». jj A 
1 
定义 pp 十 9 阶 形式 忆 为 
山 一 cl 入 ca 一 > 再 La 六 {27) 
1 
其 中 令 局 
sgn{(o),, 
Rai = 了 2 ok) ) Date tks 1 a) (28) 
Epo 有 


数 Re. 构成 了 张 医 , 它 是 由 张 量 (5 ), (3;,..4) 的 张 量 积 和 指标 置换 的 
组 合 得 到 . 向 代入 知 此 瑟 量 为 反 称 , 从 而 定义 (28) 不 依赖 于 坐标 的 选取 . 

引 理 18.1， 如 果 wi 为 p 阶 形式 wz 为 9 阶 形式 , 划 微 分 形式 的 外 积 是 个 双 线 

性 可 结合 的 算 子 , 并 是 


ta 六 1 二 【一 1 六 co。 {29) 


证 明 双 线 性 是 显 见 的 . 结合 性 则 直接 由 公式 (28) 验证 . 公式 (29) 由 置换 
1 二 二 
是 1 BCG 1 :', Pp 
的 符号 为 [--1)?7( 验 证 之 !} 得 和 天, 引 理 得 证 . 口 


注 不 难 验证 , 对 基 形 式 wl 一 dzi, ws = dzxi 的 外 积 (28) 与 在 第 2 小 节 中 定义 
的 记 革 dxwi A dzxi 相同 . 一 般 地 , 如 果 ww = dx A 入 .A drir ,wa = dr A... Adzi, 则 


wi A wa = dr A A drir Adrlt A... A dei. (30) 
外 积 给 出 了 在 所 给 点 处 的 形式 的 空间 中 一 个 “外 代数 结构 
4. (Ek,0) 型 反 称 张 量 【多 向 量 )， 对 于 反 空 换 变量 的 积 
常 带 称 具 上 指标 的 及 称 张 量 为 多 向 量 ， 用 外 代数 的 语言 描述 它们 也 是 方便 的 . 


如 果 el … ,es 为 标准 的 基 向 量 , 则 类 估 于 (17),(18) 给 出 了 (R, 0) 型 反 称 张 量 (多 向 
量 ) 的 基 为 ea 入 … A gis 和 i <… << 计 ;在 这 里 的 与 基 撒 式 (ef -as3) 的 缩 并 为 


(ea A A eae A Aeh) = 6 .0s, (31) 


有 << < jk 与 (0, 型 张 量 完全 类 似 , 多 向 量 构 成 了 外 代数 , 它 由 符号 el,:…. ,e,， 
生成 . 成 立 下 面 的 类 位 于 定理 18.1 的 定理 . 
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定理 18.2. 在 坐标 变换 下 成 立 公式 


"12-7 二 1 [32) 


其 路 了 = de ‘(入 7 次 变换 的 雅 可 线 . 


证 明 ”与 定理 18.1 的 证 明 没 有 区 别 . 口 ] 

依照 现代 的 关于 量子 场 论 的 文献 ,我们 介绍 “ 闫 丁 反 交换 变量 出 …… ,6 的 积 
分 *; 

ff fo ,0nd0r A dows (33) 

这 里 的 了 ( 角 ,…' ;外 为 在 由 矶 ,… ,8 生成 的 外 代数 中 的 多 项 式 , 而 积分 须 取 在 全 


空间 (不 是 在 区 域 上 0D), 在 8 空 ; 间 中 的 线性 变换 下 量 d01 A…:A 梧 。 按 定义 其 变换 为 


dO A A dn = 7 Td A A dO’, (34) 


其 中 了 = se( 路 】 为 普通 的 数 , 积分 规则 定义 为 


f oa 一 1， f a; =0, (35) 
E 议 


区 


/ J (01) A g(03) 0 A ds 一 ( / room] A ( / re (36) 
Re 让 | 记 


(上 共 他 的 规则 是 其 自然 推广 ), 其 中 ,62,… ,9 为 任意 一 组 外 代数 生成 元 ， 由 公式 
{31),(32) 得 到 结论 ; 在 做 对 照 dg; 0 -人 后 ,di 入 .…Ad6 成 为 (n,0) 型 张 量 
即 和 多 向 量 的 基 , 而 (8,-… ,9;) 的 首 项 成 为 (0,n) 型 张 基 , 而 “积分 ” 则 是 它们 通常 
的 缩 并 . 这 样 一 来 ， 对 皮 交 换 讼 量 的 积分 就 是 通常 的 张 量 缩 并 , 而 这 些 张 量 在 喜光 外 
代数 的 公式 化 描述 中 既 作 为 形式 也 作为 多 向 量 . 作 这 种 解释 的 用 处 表现 于 下 测 的 事 
习题 18.1， 设 f(1,…- ,9,) 一 Pie A Dr) a = od. 
证 明 公 式 


广 -fi (看 8 A A dB, = vdet(ad). (37) 


在 空间 R” 上 的 表达 式 (33) 给 出 了 (n,n) 型 张 量 , 它 分 别 对 上 利 下 指标 为 反 称 . 
这 样 的 张 量 必 为 有 R* 上 的 标量 . 

在 积分 (33) 中 变换 9(9) 可 以 是 非 线性 的 ， 唯 一 的 要 求 是 它 要 保持 所 谓 的 Za 
分 次 不 变 , 就 是 说 多 项 式 &9) 应 该 是 背 数 阶 表达 式 在 外 代数 中 的 线 件 组 合 . 


-130 - 第 三 音 张 量 . 代数 理论 


例 18.4， 设 9 = (91,62,63),f(9) ~ .于 是 由 定义 有 
Joea At A dbs = D0. 


考虑 变 搞 
页 三 的 十 骨 A 的 六 的 ， 负 王爷， 外 一 的 . 
以 及 此 变换 的 雅 可 比 算 阵 (准确 的 定义 可 见 下 面 ): 


1 十 信和 的 - 玫 A 的 六 约 


BY 
(区 -| 
0 0 1 
雅 可 比 7 了 = det (器 ) 具有 形式 了 = 1 二 + 从 入 而 ;J 厂 ! 一 1 一 外 入 的. 验证 下 面 的 等 式 : 


le) Ades Ad =0. 
更 一 般 地 , 如 果 
BO = {WW, ,人 ;十 及 六 全， ,人 ,多 小， 


则 我 们 有 
一 人 


显然 , 在 Zo 分 次 变换 下 雅 可 比 矩 阵 的 元 素 可 交换 . 
习题 18.2. 证 明 下 商 的 变 攻 变换 公式 : 


f 1{0(0) 1! dg 和 Adg' = rao A A dg,, (38) 
OA; 
其 中 了 = det (站 ) 
提示 ”如果 /(9) 是 最 高 阶 的 单项 式 , 则 (38) 灵 然 成 立 需要 分 别 分 析 在 多 项 式 


六 外 中 较 低 阶 的 项 , 它们 在 变换 后 只 贡献 了 零 值 , 这 就 如 同上 面 例子 中 所 证 明 的 那 
样 ， 
习题 

18.38， 没 wi = aiqdri. 证 明 公式 


2 和 2 Py 
wl A ww = J de A A eri, 


819， 黎 晶 和 侯 获 至 空间 中 的 张 晤 31 ， 


其 中 J 为 矩 陈 (2) 的 子 式 , 它 由 和 ,其 行 和 7, 庆 列 相交 部 分 构成 . 特 
剂 ， 
AAA 一 detfaayer A A dr™. 


18.4， 求 [在 给 定点 上 )E 形式 空间 的 维 数 . 
18.5. 证 明 Yad eas TI 一 su Tr(ad), 其 中 Tr(al) 一 i 为 处 阵 的 
i 


8$19， 黎 曼 和 伪 黎 所 空 间 中 的 张 量 


1. 升 标 和 降 标 
设 9 为 (0,2) 型 张 量 , 它 络 出 了 黎 册 或 伪 黎 曼 度 苦 ， 我 们 已 经 知道 , 如 果 给 山 
了 了 疝 个 向 基 总 ,7 则 可 定义 它们 的 内 积 : 


(0) = Er gy. (1) 


[我们 在 这 旦 用 到 了 张 基 的 乘 各 利 缩 并 运算 .) 
类 比 地 , 如 果 g5 为 (2,0) 型 张 量 , 则 它 给 出 了 余 向 量 &j,m 的 内 税 , 其 公式 为 


,0) = gd és. . (2) 
有 了 度量 gi 则 可 以 定义 非常 重要 的 降 标 运算 . 如 果 Fe 为 (p,q) 型 张 量 , 则 
兮 
T tT 2 (3) 
可 以 榴 造 出 一 个 (p 一 1,9 十 二 三 的 内 量 人 


容 如 看 出 这 仍 是 “个 张 量 (是 很 以 张 基 gs; ,的 运算 和 编 并 的 迁 代 ) 
称 出 张 量 Te 到 张 最 T2; 如， 的 过 程 为 用 度量 giy 侨 标 纪 . 


例 19.1， 如 果 & 为 向 量 ， 在 降 标 后 我 们 则 得 到 了 余 向 全 


6 = gijé. (4) 


因此 降 标 给 出 了 向 量 空间 公祭 向 量 空间 的 觅 射 . 这 个 对 应 关系 可 以 以 下 面 的 方 
武 描述: 如 果 《,) 为 对 应 于 giy 的 内 积 , 则 向 量 y 对 应 于 线性 形式 ( 余 向 量 ), 它 在 向 
量 & 的 起 值 为 (6, 区. 

反之, 企 原 米 的 度量 95 下 为 了 提升 下 指标 则 必须 考虑 道上 度量, 即 那样 的 {9g55) 
使 得 


09 二 一 瞩 (5) 
{ 记 住 有 deci(gi;) 关 0). 
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作为 定之 我 们 有 升 标 
7 (0) 

引 理 19.1、 如 果 我 们 降 标 , 然后 再 升 标 , 则 我 们 得 刻 原 来 的 张 巧 . 

证 明 对 张 基 7 了 降 指标 到, 我 们 得 到 张 量 gi nT 之 后 再 升 指标 让 
我 们 得 到 张 基 

Le 

与 原来 的 重合 . 证 完 . 口 

在 前 面 我 们 已 经 看 到 , 矩阵 (g3) 给 出 了 祭 向 景 的 内 积 . 内 此 , 在 给 出 了 度量 gs 
后 我 们 使 定义 了 从 向 坚 的 内 积 g3， 这 个 余 向 量 的 内 积 在 下 面 的 条 件 下 是 叭 一 确定 
的 , 即 在 升 标 运 算 后 我 们 得 到 与 筷 量 的 内 积 相 同 的 内 积 , 这 可 出 下 而 的 论断 得 到 . 

引 理 19.2。 成 并 下 而 等 式 ; 对 两 个 向 其 = (9 = (98) 和 对 应 的 两 个 余 侣 量 

一 全) 一 956) 六 一 (市 ) 一 (oo 它们 的 内 积 相同 : 公认 = (5, 0). 

证 明 因为 (6, 坟 == gE (6, 闻 = gi 这 , 则 


(CD = gE = gpé "gia = her gaunt 一 Er 人 
证 完 . 口 
注 不 难看 出 , 我 们 日 前 只 用 到 目 退 化 的 张 量 go 即 9 = det(gi;) 关 0; 正定 性 
【还 有 对 称 性 ) 在 上 述 论 断 及 公式 中 并 没 起 到 作用 . 在 第 5 章 中 我 们 将 对 与 哈密 师 形 
趟 体系 相 甘 的 反 称 度 其 作 类 似 的 构造 ， 
2. 二 次 型 的 特征 值 
假设 给 出 了 -个 线性 算 子 并, 即 0,1) 型 的 张 其. 如 此 没有 度量 , 那么 谈 皮 此 张 
量 的 对 称 镍 或 者 反 陈 性 就 没有 意义 , 这 是 因为 不 能 在 其 指标 ; 和 ; 之 间 进行 兽 换 
如 果 有 了 度量 giy, 则 可 降 标 :Ty = Bikzy; 这 时 我 们 得 到 了 {0,2) 型 张 量 , 它 可 害 
光 在 两 个 向 量 上 的 双 线 性 培 式 全 }r : 如 果 人 为 内 积 ， 它 对 应 丁 ij 则 这 个 双 线 性 
形式 为 


{én = (TH) = Eg Thin, (7) 
§= (8), 7= (mn). 
定义 19.1.。 称 在 以 度量 g;; 的 空间 中 的 线性 算 子 开 为 对 称 的 { 反 称 的 ) 是 说 
冯 线 性 形式 75 = gr 了 TF 对称; = Tiy( 反 称 ,Tj = 一 Ty) 
定理 19.1。 在 具 黎 盈 度 晨 或 伪 黎 曼 度 其 gi; 的 空间 中 线性 算 子 工 二 他 人 为 对 
称 或 反 称 的 充 要 条 件 是 对 任意 向 量 上 = (Ei) 和 一 (ni) 满足 关系 


人 一人 了 (对称 )， {8) 
($5; 二 一 八 ; 了 TD) ( 友 称 ). (9) 


819， 黎 晶 和 迟 黎 是 空间 中 的 张 量 :133 ， 


让 公式 (7) 得 知 , 定理 显然 成 立 . 

现 没 在 歼 癌 或 伪 获 最 空间 中 维 出 了 对 称 的 双 线 忻 形式 史 -于 是 经 开标 者 老 察 算 
了 Ts 一 BT 

定义 19.2. 称 算 邓 77 = g*T; 的 特征 信 为 二 次 型 了 在 度量 gy 下 的 特征 值 . 

刘 果 和 为 算 子 下 的 特征 值 , 生 为 对 应 的 等 征 向 其 , 那么 , 由 定义 有 


TE = ME > TE = A. (1D) 
因此 特征 向 量 各 为 方程 给 
TAO (11) 


的 解 (比较 方程 组 (10)). 
线性 算 子 T= gw 的 迹 YT 和 行列 式 det 7T4 是 形式 Ty 的 度量 的 不 变量 
( 即 依 赖 干 度 景 的 在 坐标 变换 下 不 变 的 其 ). 特别 , 迹 有 形状 


Ti = gi* Ty. (12) 


例 19.2， 空间 Rs 的 曲面 ”= fo ar = fs) 上 皮 两 个 二 次 型 (zl = 
UT? = 1): 
1) 度 芋 ga dr dr 为 张 量 Qi} 
2) 第 二 基本 型 bjdzidxi 为 张 量 bi;( 办 为 提 面 是 2 维 的 , 这 里 是 对 从 1 到 2 的 
指标 双重 取 和 和 |). 
在 台中 得 到 过 公式 
La .det(bi;) 
高 斯 时 这 五 5 了 
平均 曲率 = = gv biy. 
因此, 半 均 昌 率 是 在 度量 9;; 存在 情形 下 二 维 张 量 bs; 的 迹 . 对 于 高 斯 由 学 而 言 , 我 
们 有 


K = (dottgi) -ldot{(bij} = dot{g*bi;} 一 det{b;). 
从 而 高 斯 曲率 也 是 第 二 基本 型 的 度量 的 不 变 基 . 


3. * 算 子 

在 存在 度量 gi; 的 情形 下 , 可 以 给 出 运算 *, 使 得 (0,) 弄 反 称 张 量 与 (0,m 一 局 
型 反 称 张 量 等 同 . 

定 尽 19.3， 如 果 了 为 人 0, 下 型 反 称 张 量 , 其 分 是 为 .i,, 则 以 条 表示 一 个 

[0,9 一 太 ) 型 反 称 张 量 


, 1 本 
(了 HY 条 |s .sn Dk, (13) 
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其 中 Ti 为 对 庆 于 张 量 Ti 的 一 个 (%,0) 型 张 量 
了 下 一 gu ， gk Tg (1 和 44) 


在 818.2 中 我 们 知道 Vigjei,…i 是 n 维 空间 上 的 一 个 对 于 具 正 雅 可 比 的 坐标 变 
换 的 张 量 . 因此 #T 也 大 对 于 这 种 变换 的 张 量 , 而 它 的 反 称 性 则 是 好 见 的 . 
注 成 立 公 式 (请 验证 ) 


*(#T) = (—1)*(" Msgn(g)T. (15) 
4. 欧 氏 空间 的 张 量 


在 欧 氏 空间 中 , 欧 氏 举 标 下 的 度量 gj 具有 形状 pi; == 5iy. 因此 在 降 ( 升 ) 标 时 任 
意 -个 线 基 的 分 量 都 没有 改 恋 ; 


让 
了 (16) 


那么 , 在 欧 包 坐标 下 ， 上 指标 和 下 指标 没有 区 别 ; 辟 如 , 可 以 认为 所 有 的 指标 者 
是 下 指标 . 这 种 记号 在 保持 欧 氏 度 芋 不 变 的 变换 下 为 不 变 的 ; 而 这 类 变换 就 是 正 交 
安 换 种 平移 . 

特别 , 在 欧 氏 坐标 下 , 算 子 的 所 阵 和 对 应 于 它 的 一 次 型 的 条 阵 相 同 . 梯度 的 分 量 
的 变换 相 欧 氏 空 间 的 运动 下 就 像 向 量变 换 一 样 , 等 等 . 

我 们 考 囊 在 具 欧 氏 举 标 z,y,z 的 三 维 欧 氏 空间 中 算 子 * 的 作用 : 

“r=dyAdzs, *dy= -drndz, *dz ~ dra dy 
{请 验证 ). 任意 一 个 1 形式 ( 余 向 其 ) 为 w= Pdz 十 Qqdy + Raz. 对 此 形式 有 


“= Pdy i dz+ Wadz det Raz a dy, 


#¥ (kd) 一 ww. 


如 果 了 为 标明 , 则 x 了 = Jdzr A qdy A dz 是 个 3 阶 形式 , 而 目 x(fdz A dy nds)= 
习题 
19.1.。 溢 sngy 是 在 前 面 ( 见 $18.2) 已 考虑 过 的 反 称 张 量 , 但 是 在 三 维 欧 氏 空间 
中 . 证 明 下 面 的 公式 : 
DX Sap dar 
a) SugyEAnr = das gp 69,|’ 
GA Gyn Gy 


b) EniyEAgr 一 rAd 一 dd eA, 
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c) Sez 有 TEAGTY = 260X, 
d) Ec == 沁 


(每 个 等 式 中 坪 表 明 对 于 重复 的 指标 求 和 );6wg 为 克 罗 内 克 符 号 . 


19.2， 设 
>, Te i dr A A deri, 

Lip 
了 872 A A dr, 

Lp 


1 ，， > . 
邻 {es wo} 责 9 .- Yindin "Ti i 证 明 
ga 六 oa 一 {wi we } Ee A de, 


8$20， 晶 体 群 和 平面 与 室 间 旋转 群 的 有 限 子 群 . 不 变 张 量 的 例子 


在 本 节 中 我 们 要 来 了 解 晶体 群 . 然后 将 对 正 交 群 2f2) 和 Of3) 中 的 有 限 子 群 分 
类 . 

我 们 将 考虑 整个 充满 三 维 欧 氏 空间 或 欧 氏 平面 的 晶体 结构 (或 平面 的 结构 ) 标 
准 的 晶体 模型 之 一 如 下 : 假定 晶体 由 荣 类 原子 组 成 , 它们 被 牢 牢 地 固定 在 空间 (或 平 
面 ) 中 , 并 且 按 严格 定义 的 方式 相互 序 地 排列 着 . 

定义 20.1， 此 体 的 所 有 原 于 的 集合 称 为 晶体 格 . 

我 们 要 极 大 地 纪 小 所 考虑 的 格 , 从 而 只 限于 那些 平移 不 变 的 格 , 对 此 我 们 现在 就 
转向 它 的 定义 , 就 是 这 样 的 格 , 它们 对 应 了 真正 的 物理 的 晶体 (在 某 种 近似 下 }. 我 们 
认为 晶体 的 格 总 包含 了 某 个 这 样 的 子 集 , 即 由 向 量 w = Paal + maas 十 N303 {或 在 平 
面 上 的 = 一 mieal | nzca】 的 端点 表示 的 上 所 有 点 (原子 ; 决定 . 这 里 的 m,na,ms 为 任 
意 整数 , 向 量 om, az, os 被 称 做 基本 平移 向 量 . 有 时 也 称 向 量 al,asyas 为 这 个 格 的 
本 原 向 量 , 并 总 假定 它们 是 线性 无 关 的 ， 

重要 的 村 求 条 件 是 : 通常 假定 品 体 的 格 RR 在 按 向 量 au, as,aas 的 所 有 基本 的 平 
移 下 变 到 自己 , 就 是 说 , 在 这 些 基 本 平移 的 整数 系数 的 线性 组 合 的 平移 下 变 到 自已 ， 
也 就 是 要 求 使 晶体 结构 在 所 有 几 向 量 oi, cz, a3 生成 的 平移 下 保持 不 尾 . 这 是 真正 的 
如 无 限 ?) 晶体 的 基本 性 质 之 一 . 

记 接 向 章 oa cz, as 的 平移 分 别 为 7 ,7,73. 于 是 我 们 所 考虑 的 平移 中 任 一 个 场 
可 写 为 


T= nn rorTa + NaTs. 


定 尽 20.2， 如 果 在 形 如 了 = nn + nznz 十 Ram 的 任意 的 平移 下 格 RR 变 到 自 
己 , 则 称 其 为 平移 不 变 . 对 平面 格 的 情形 其 定义 完全 类 似 ， 
因此 , 自 此 后 我 们 将 只 考虑 平移 不 变 的 格 (在 平面 或 在 空间 中 ). 
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注 通常 狼 述 品位 的 数学 更 论 是 从 空间 BR3 的 运动 群 Ga 的 离散 子 群 上 开始 . 
以 使 Cs 先贤 称 匠 为 虞 体 筝 六 可 以 证 天平 移 于 群 在 rr 中 县 有 有 限 指 数 ， 通常 
这 是 一 个 最 为 对 称 欧 轨道 . 读者 可 以 在 书 46] 中 款 到 详细 的 叙述 . 

定义 20.3. 称 由 疝 最 mi,az,ms 构成 的 平行 六 边 形 为 { 融 体 ) 格 的 基本 胞 腔 . 

注 设 给 出 了 一 个 属 玉 我 们 总 是 假定 向 最 oy, ow, os 平面 情形 的 as,asl 使 部 
它们 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 六 尽 可 能 地 最 小 - 

在 图 18 上 表示 了 最 简单 的 二 维 格 : 也 指出 了 它 的 
莽 本 胞 腔 ， 很 清楚 , 由 于 唱 体 的 平 称 不 变性 ， 整 个 蓝 体 和 于 
( 榜 ) 便 由 平移 的 基本 胸腔 的 计 组 成 . 图 18 表示 的 最 简 . . 本 
单 平面 格 具有 这 样 的 性 质 , 体 得 每 个 原子 { 即 格 的 每 个 
点 】 可 以 由 三 一 个 原 于 经 某 个 平移 = nmin + ans 福 国 18 
到 ， 这 种 情形 可 以 用 下 面 的 词语 表示 :， 所 有 基本 平移 
的 集合 在 格 上 可 迁 . 但 是 这 种 令 人 谢意 的 情形 远 不 是 对 所 有 的 格 都 成 立 ， 特 别 . 这 
种 情形 可 能 出 于 如 下 原因 而 党 生 ; 一 般 说 来 ， 格 南 某 些 和 不同 燃 垄 前 原子 起 成 , 而 由 于 
{在 我 们 的 六 型 的 框架 内 ) 自然 地 要 求 使 得 在 基本 平移 下 ,一 种 类 型 的 原子 还 是 转移 
到 同一 过 的 原子 ， 而 不 会 转移 到 代表 另 一 上 类 型 原子 的 格子 点 上去. 因此 , 基本 平移 的 
集合 在 格 上 不 是 可 运 的 . 后 如 在 图 19 上 属 示 的 这 种 格 

在 这 里 4 型 的 原子 不 能 以 基本 平和 区 团 团 加 加 四 加 
转移 到 B 型 的 原 了 于 (交代 地 ,8 型 晕 子 不 
能 转移 到 4 覃 原子 ) 同时 , 基本 平移 分 别 加 加 加 Ca 
在 4 模 原 子 上 利 在 8 型 原子 上 可 这: 任 
意 4 型 原子 {相应 8 型 的 ) 可 以 以 某 个 基 © A OO 
本 平移 由 性 意 一 个 4 型 原子 (相应 8 型 
的 ) 得 到 - 中 oO OY ® 

因此 我 们 看 到 , 为 了 完全 确定 过 给 出 OD CR ) OO 
晶体 格 仅 症 出 基本 平 商 的 集 省 是 不 够 的 . : 且 19 | 
男 一 方面 , 我 们 清楚 知道 , 由 于 所 有 的 格 
是 基本 胞 腔 的 并, 故而 浆 了 完 全 撕 述 客 连 同 所 有 基本 平移 遇 到 给 出 在 任 一 个 基本 胞 
脐 中 每 个 原 对 的 位 置 就 够 了 . 最 后 ， 在 所 有 格 的 集合 中 有 这 样 一 些 格 , 它们 中 基本 胞 
上 腔 的 所 有 原子 部 可 以 由 这 个 脐 腑 的 一 个 原子 经 基本 平移 { 在 平面 中 为 西 个 平移 , 变 
疗 中 则 为 三 个 ) 得 到 . 

定义 20.4。 如 黑 榜 R( 一 锥 或 三 推 ) 的 所 有 原子 静 住 手 形 如 Wyo + figurs 十 TH 

[对 平面 为 mai 二 miaqa) 的 点 上 , 其 中 ny, My, F193 为 任意 整数 ， 则 称 只 汶 矶 喇 菲 

格 


可 以 指出 , 莫 本 平 称 的 集合 在 布 咖 莫 格 上 其 可 迁 的 . 出 定义 旦 床 得 到 | 不 同 的 布 
喇 非 属相 互 的 盖 异 羽 仅 在 于 基本 乃 腔 的 形式 不 同 , 特别 仿 射 变换 可 以 拒 两 个 任意 的 
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布 喇 非 格 立 相 变换 , 就 是 说 , 从 仿 射 的 观点 看 来 只 有 一 -个 布 喇 菲 格 . 度量 上 不 同 的 布 

喇 菲 格 ( 即 在 正 交 变换 和 和 平行 移动 下 并 不 重合 的 格 ) 以 基本 平 称 向 量 的 角度 和 上 长度 
定义 20.5. 设 序 ],… ,为 所 有 位 于 基本 胞 腑 内 部 的 原 了 于 ;， 则 说 回 基 
1 (为 基本 胞 腔 硕 点 的 原点 到 点 1,… ,Xn) 构成 了 将 的 基 {图 20}. 
命题 20.1， 给 出 了 基 林 平移 向 最 和 格 R 的 基 刚 完全 懈 定 了 整个 EE. 


细 的 讨论 留 给 读者 , 当 作 -个 关于 极 举 式 定 义 的 初等 命题 . 

我 们 最 终 览 建立 在 理想 的 无 限 贞 体 的 性 质 与 实际 的 具有 边界 的 最 体 的 性 质 之 阅 
对 将 关系 , 件 图 21 上 展示 了 理想 化 的 直 注 三 维 晶体 , 它 有 边界 而 无 开 羔 . 这 里 的 数 
Mi, Nz, Ns 表示 在 我 们 的 平行 六 画 体 【晶体 ) 各 对 应 边 中 能 容纳 的 基本 胞 腔 的 个 数 ， 
BA8 = Niai, BO = Naoo, AD = Nacva， 


图 加 图 21 


我 们 在 真主 的 晶体 上 , 允许 按 任 意 的 ,可 以 被 向 量 al,aa os 整除 的 向 量 进 行 平 
移 ; 但 我 们 将 以 下 面 的 方式 进行 : 譬如 , 格 按 疝 量 aa 位 移 时 , 我 们 切 下 晶体 向 右边 缘 
突出 的 部 分 , 并 将 其 精 到 左边 绿 上 , 它 正 好 技 向 其 aa 深入 到 半 行 六 面体 内 部 . 事实 
表明 , 使 用 这 样 的 形式 模型 是 合理 的 : 在 这 种 “周期 性 的 ”过 程 中, 大 部 分 的 物理 构 
造 和 计算 都 没有 变化 . 很 清楚 , 这 种 观点 完全 等 价 于 考 虚 无限 的 理想 晶体 . 引进 了 上 
押 对 疝 体 边缘 的 周期 性 条 件 的 描述 , 使 我 们 能 以 直观 的 几何 语言 进行 解释 因为 晶 
体 的 边缘 ( 璧 如 , 为 简单 起 见 , 我 们 考虑 一 维 的 晶体 ) 由 阿 个 编导 为 1 和 N 的 原子 构 
成 , 则 这 种 “ 烙 合 ”器 体 ( 即 -- 维 的 晶体 , 满足 其 端点 的 周期 性 条 件 ) 的 任意 半 称 化 为 
一 个 圆 按 2r7w 倍数 角 的 旋转 ， 在 晶体 的 平面 情形 , 周期 性 条 件 等 价 于 引进 了 环 面 


与 每 个 格 自然 关联 的 概念 是 对 称 胞 腔 (不 要 与 基本 胞 腔 混 奖 0， 对 称 胞 性 包含 了 
某 个 特定 的 原子 作为 它 的 中 心 . 

定义 20.6. 尚 定格 召 的 原子 . 如 果 空 间 (在 平面 格 情 形 时 相应 地 为 平面 ) 的 一 

个 集合 中 的 点 , 其 离 我 们 选取 的 固定 点 的 距离 比 到 此 格 的 其 他 原子 更 近 , 则 称 此 

集合 为 (以 给 定点 为 中 心 的 ) 对 称 胞 腔 . 常 称 对 称 胞 腔 为 维 泽 泵 一 赛 英 胞 腔 (在 
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离 艇 群 论 中 则 称 汶 “ 亚 里 免 雷 区 城 "). 


图 22 展示 了 所 放 的 六 边 形 二 维 (平面) 格 ， 
它 标 出 了 基本 脂 腑 和 对 称 胞 腑 [这些 胞 腔 不 同 !). 
(二 维 ) 对 称 昭 惧 的 边缘 是 那些 在 中 点 垂直 于 格 


ks 一天 MM 
的 所 调和 连接 中 心 点 和 | 融 举 近 的 丰 邻 原子 的 棱 . WN 全 全 AL 
我 们 现 转向 研究 悍 持 格 不 谈 的 变换 (即将 


PV av AA VA AA 
其 变 到 自己 ) 考虑 室 间 (相应 地 , 平面 ) 的 运 MAA AA 
动 群 , 即 所 有 线性 ( 非 齐 次 ) 变换 , 它们 保持 二 对 闵 秽 喧 
次 型 ds? = dr》 十 Tdr2)? + dr)? [相应 地 ， 图 从 
dd) 不 变 . 我 们 以 Gs( 平 面 
时 Ga) 记 此 群 . 

命题 20.2.。 群 Gh (相应 地 G3) 中 任意 个 元 来 wy 轮 一 由 表示 为 册 个 室 拉 玖 复 

会 当 = 了 a, 其 中 为 促 缩 , 而 a 为 旋转 (正常 的 或 不 正常 的 . 即 其 行列 趟 为 

+1 或 一 已， 

证 明 像 在 唱 .3 中 所 表 电 的 那样 . 三 维 空间 中 的 任何 运动 必 咯 下 后 而 两 种 类 型 
之 一 :1) 蜂 旋 运 珀 y= 了 a, a 汶 廊 转 , det oa = +1, 了 为 沿 芒 转轴 的 平移 ; 2) 9 二 上 ,其 
中 上 sof, 上 且 daeu= - 以 芭 射 旋转) 在 这 两 种 业 列 中 彼 一 种 申 ， 被 揪 述 的 表 孙 形 
式 唯 一 地 为 g = Ta 或 yg = a 命题 证 完 . 品 

注 因为 半 物 和 旋转 一 般 并 不 可 换 , 融 To z oz 请 构造 例 巴 1) 

平移 位 ] 的 集合 显然 构成 Gs 的 子 释 (相应 地 ,G,), 它 是 人 中 {Gs 中 ) 的 证 规 
于 群 . 事实 上 , 变异 gTg-i 对 任意 旋转 ys O(3) 仍 是 平 穆 , 这 里 的 Of3) 仿 像 前 面 那 
样 表示 绕 点 0 药 旋 转 酬 (对 平面 情形 2 E O(2))， 社 意 . 群 CO(3)[ 相 应 地 ,Of2)] 不 是 
带 Gs 的 正规 子 群 【相应 地 ,G2】. 

我 们 现在 在 整个 变换 搓 Gs( 酬 G3) 中 邱 出 所 有 使 某 个 周 定 的 格 所 变 到 自己 的 
变换 ， 

定义 20.7。 稳 Gal 群 G3) 中 使 得 把 赂 tt 查 副 自 已 的 变换 (运动 ) 的 集 徊 被 称 

做 这 个 格 的 空间 群 , 我 们 以 Ga 月 表示 它 [相应 地 , Gt RR)). 

总 然 , 集合 G(R)( 相 应 地 Goal 局) 是 在 通常 并 数 意 义 下 前 群 . 

考虑 到 在 平面 上 娄 做 的 定义 和 事实 . 我 们 对 三 维 欧 氏 空间 葛 博 彤 进行 进一步 的 
形式 化 的 定 祥 . 

区 Gaf 有 ) 包含 了 了 予 铬 ZW( 甩 )， 即 格 的 平移 群 , 

定义 20.8。 称 由 所有 可 能 的 平移 工 组 成 的 群 mafR) 的 子 群 五 [ 品 ) 为 而 休 ( 昌 

禾 局 平 幕 群 ( 记 住 . 格 忆 的 任意 平移 具 形 式 了 = mm + nary + msa73， 其 中 

T4473 为 情 的 苛 本 向 量 ow, cry, a3 生成 的 平移 ). 

我 们 还 要 记性 ， 我 们 总 是 在 考虑 平移 下 不 变 的 格 中 

容易 证 明 , 子 难 Tt 妈 是 称 Gal 有 R) 的 正规 竹 群 ， 事 实 上 , 必须 证 明 如 革 EE 


AVA AWA TAWA 
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GalR) 帮主 E Ta 则 gtg-!1e Ty(R) 对 所 有 gg 和 上 成立. 换 句 话说 , 需要 确信 谈 换 
gg 仍然 是 格 的 六 移 . 然而 这 申 格 的 不 变性 便 得 到 . 

在 下 文中 我 们 要 设 定 一 个 属于 我 们 的 略 中 的 一 个 空 疝 的 所 定点 , 即 设 为 “坐标 
原点 ”: 例如 , 基本 胞 腔 的 顶点 为 基本 平移 向 量 的 起 点 . 我 们 将 考虑 对 于 这 个 点 如 的 
格 的 所 有 可 能 的 旋转 (行列 式 为 士 1). 

上 上面 已 证 任意 变换 g e Gs 有 只 一 的 表示 9 = To, 其 中 了 为 平移 ,a 为 行列 式 是 
土 1 的 旋转 . 有 时 为 了 有 效 地 进行 计算 , 可 拒 这 个 分 解 表示 为 矩阵 形 栋 . 我 们 要 指出 ， 
欧 氏 空间 及” 的 任意 一 个 运动 g 可 以 瞧 一 地 表示 为 = Ax 十 Bb 其 中 匀 汉 为 RR” 中 


问 量 , 4 e O(n),5 为 民 * 中 的 一 个 固定 向 量 , 即 定 六 平移 的 向 莉 . 空间 肪 * 中 的 非 齐 
次 变换 g 可 以 唯一 地 相伴 于 下 而 的 空间 良 "t1 中 齐 次 变换 
| pl | 
将 : 
a 一 
pb™ 
0...0| 1 
当 这 个 算 了 六 作用 存 Rn+1 时 , 它 在 an 


经过 坐标 为 (0,… ,0, 和 的 点 而 平行 于 坐 
标 平面 R*(z1,-… ,zx*) 的 平面 R" 上 (图 
23) 生成 了 线性 非 刘 次 变换 ; 这 个 改换 与 
空间 R* 中 的 算 子 9 的 作用 相同 . 特别 ， 

由 算 子 了 的 显 式 表 示 , 显然 得 人 到 结论 : 空 
间 R**1 的 运动 群 分 解 为 下 面 两 个 子 群 的 一 
半 直 积 : 一 个 是 旋转 子 群 图 23 


另 -个 是 平 移 了 群 


过 在 国 到 某 个 格 吾 的 变换 群 . 因为 G3(R) c Gs, 则 任意 下 g & GalR} 有 唯一 以 
表示 g 一 人 os 其 路 工 为 平移 ,a 为 旋转 (一 - 般 说 来 ,Ta 关 a37. 我 们 强调 指出 一 -个 如 


Pray 


wh 
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台 的 情形 : 变换 工 和 ea 不 必 属 于 群 CafB 特别 , 变换 工 完 全 不 必 是 晶体 半 移 群 的 
元 素 (但 是 复合 算 子 Ta 已 经 是 格 把 自己 变 到 自己 的 变 模 }). 

群 O{3)( 所 有 三 维 正 净 甜 阵 的 拜 ) 有 由 两 个 连通 分 支 组 成 , 即 : -个 分 支 和 由 行 州 式 
为 上 的 短 阵 组 成 (OE 常 旋转 子 群 5O13)), 而 第 二 个 分 支 { 非 正常 旋转 } 由 行列 式 为 
-1 的 矩阵 组 成 .了 3 中 所 有 平行 移动 的 故 连 通 ( 它 由 三 个 参数 描述 , 从 而 无 异 于 三 维 

空间 自身 }. 同时 , 群 G3,(B) 为 离散 : 群 Gs(R) 的 离散 性 意味 着 在 样 Gs( 辐 中 不 存在 
能 随意 靠近 群 的 单位 元 的 恋 模 (当然 不 包括 但 同 映射 自己 】. 

因此 , 作 意 9 & Gs(R) 有 形式 9g = To 其 中 变换 人 和 a 由 9 唯 -地 决定 , 即 由 
等 式 Ta = Tia' 得 到 了 = Ta = ee {参看 前 面 的 证 明 ). 但 是 , 群 G4(R) 不 能 分 解 
为 它 的 下 个 闻 群 的 直入 , 这 是 因为 , 一 - 租 地 To # aT. 

定义 28.9， Of{3) 中 所 有 闭 样 的 元 me O03), 存在 基 个 平移 了 使 得 变换 Ta 属 

于 样 Gs(tB) 的 集合 , 被 称 做 员 体 (或 格 乌 的 点 群 . 

反 句 话说 , 旋转 a 属于 昭 体 六 的 点 群 当 日 仅 当 存在 这 样 “个 平移 TT( 不 必 遍 于 
喘 体 平移 群 (PR)) 使 得 复合 变换 Ta 属于 晶体 的 空间 和 GalRY. 我们 用 5( 有 表示 
这 个 点 样 . 也 常常 称 此 群 为 晶体 ( 格 ) 的 对 称 群 ,而 称 它 的 元 素 为 形体 ( 格 ) 的 对 称 运 
算 . 

命题 20.3， 变换 的 集合 64(R) 构成 通常 代数 意义 下 的 群 . 

证 明 内 为 群 Ga 的 子 群 石 (平移 群 ) 为 其 正规 子 群 , 故 可 考虑 由 群 Gy 到 商 群 
Gs/T3 的 投射 7. 这 时 群 Csf 吕 变 到 了 Gay775 的 子 群 rCGafB). 由 早先 证 明 过 的 知 
道 , 商 群 Csy/ 人 问 均 于 群 0(3), 因此 xGs(R) 是 群 CO(3) 的 子 群 . 这 个 子 群 的 元 素 也 
仅仅 是 那些 旋转 使 得 存在 元 Te 马 , 有 复合 Ta 属于 Ga( 且 ,因为 与 集合 5S3{ RR) 的 
定义 一 致 , 故而 证 明了 集合 8s(R) 与 rGa(B) 重合 , 特别 , 它 是 一 个 群 . 命题 得 证 . 口 

注 因为 xGs(R) 同 构 于 商 群 Ga(BR)/(Gs(R)NKer 7), 其 中 :Gs 一 O(3),g 一 
Ta 一 m 还 因为 Ker r = 下 了 ， 故 最 后 有 xzGs(R 之 S55(R) Ga(R)/(Gs(B) Tr 
Ker Tn), 六 一 方面 , 变 G3(R) nT 与 群 Ts(R)} 相同 , 即 晶 体 点 群 5,(R) 同 构 于 商 群 
G3{ RY/TS(N. 

有 时 显 起 的 算出 晶体 点 群 中 的 生 积 运算 和 算出 对 应 于 两 个 对 称 的 复合 的 平移 是 
有 用 的 ， 设 aoa E 名 (天 . 沽 不 oa = aaa E 5a(R). 由 Ss(R) 的 定义 , 存在 这 
样 的 姑 和 罗 , 使 帮 al < Ga( 呈 有 aa c G3(R); 于 是 (Tieajtzaooy < GslR). 然 
而 五 oa?aaa = 了 oTza7 aiaa, 因此 作为 对 应 于 两 个 对 称 的 复合 的 平移 ， 可 以 
选取 TialTsar', 或 者 以 显 式 的 方式 , 彼 定 平移 石 ,Ts 由 向 量 z1,xs 定义 , 而 旋转 
ataa 分 别 对 应 矩阵 43, 42. 那么 ,如果 为 空间 有 3 中 的 向 量 , 则 (Bary)r = dr 十 
2 (T7262)7 = 4ar 十 Xx2( 完 进行 旋转 而 后 平移 }. 于 是 (mepaaolr = (Ta Ter)r = 
(444aj7+(4gs+zi 因此 ,由 和 矩阵 4 4y 定义 的 旋转 as = aics 转 为 变换 gy 二 T7303， 
其 中 3 由 zy = .42 十 Zz 给 出 . 

四 对 间 态 = 以 Ker 代表 样 中 使 xt9) = 1 的 起 业 的 集合 . 
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现在 来 给 出 平面 (二 维 ) 格 的 例子 , 这 时 存在 g < 6 其 可 分 解 为 复合 
Tao. 使 得 并 z GolR) 而 age Gs(R). 图 24 展示 了 :个 格 . 显然 在 扣 线 1 中 的 反射 


ae of2) 不 能 保持 格 下 不 灾 ; 另外 , 按 向 量 8 的 平移 -op 


(我 们 注意 到 这 个 平移 不 是 格 的 基 木 平移 ) 也 不 能 保持 “2 2 3 2 0 
格 有 不 变 , 即 这 两 个 变换 了 利 “不 属于 群 Go( 下 .但 2 
是 变换 9 = Ta 显然 将 桥 玉 变 到 自己 , 这 个 运算 ( 变 “人 全 和 个 全 个 二 
换 )g = Ta 被 称 做 滑 移 反射 . 我 们 再 次 强 请 指出 , 品 体 “ 


( 格 ) 点 群 中 的 元 素 (变换 )， 一 般 地 , 并 不 变 晶 体 ( 格 ) 图 24 

到 自己 , 妈 晶 体 点 群 不 是 前 体 运 动 群 的 子 群 ， 点 群 在 

晶体 结构 理论 中 有 重大 的 意义 , 把 它 叫 做 格 的 对 称 群 志 并 非 毫 无 目的 . 事实 上 , 因为 
它 白 身 趟 仪 包含 有 格 的 “ 直 iL” 的 对 称 , 并 且 有 这 样 的 变换 , 它 只 在 进行 某 个 平移 ， 
而 旦 这 个 平移 还 不 是 个 晶体 运动 后 , 它 才 把 将 变 到 自己 . 很 清楚 , 展示 在 图 24 中 的 
巾 具 有 滑 移 反 莫 的 对 称 性 . 除了 有 具 这 种 类 型 对 称 的 晶体 外 , 常常 遇 到 的 是 具有 螺旋 
(或 轴 向 螺旋 ) 的 晶体 . 这 种 对 称 是 旋转 a e Of3) 种 沿 这 个 旋转 轴 的 平移 的 复合 . 建 
议 读 者 去 构造 -- 个 三 维 格 的 例子 , 使 它 有 具有 轴 向 螺旋 的 对 称 性 . 

和 在 上 蜗 体 结构 理论 中 还 常常 考察 一 个 与 每 个 恪 自然 租 联 系 的 变换 群 . 

定义 20.10， 群 Gsf8) 中 所 有 保持 格 不 变 且 使 旋转 中 心 0 固定 不 动 的 所 有 变 

换 形 成 的 子 群 被 称 为 格 吾 的 稳定 群 Hy{R). 

我 们 记 住 , 点 OQ 被 假定 是 不 动 的 ， 显 见 , 由 于 任意 质点 O 不 动 的 格 的 变换 是 
正 交 变换 , 即 绕 点 吕 的 旋转 , 而 且 这 个 变换 的 行列 式 可 以 为 +1 和 -1, 故 Bl 本 = 
Ga( 且 门 O. 一 般 地 说 , 群 Ha(R) 不 是 群 G(R) 对 于 正 交 子 群 (8) 的 商 群 , 即 
H(t) 学 G(T3(R) 2 S53(R). 大 看 图 24 的 例子 . 

命题 20.4， 群 5s(P)( 稳 定 群 ),5s(P)( 点 群 或 对 称 群 ) 和 GafB)( 格 的 运动 群 ) 在 

被 考虑 为 群 G 的 子 群 时 , 它们 之 间 有 相关 联 的 关系 Hs(R) = 53(R} Gs(RR). 

证 明 首先 证 明 Hs(R) CC Ss( 加 阁 Ga(R). 设 ae 本 (RY. 特别, 当 = 为 旋转 
(从 而 属于 esf 局 栈 可 念 g = Ta, 其 中 了 = 五 为 恒 同 变换 ( 按 零 向 量 位 移 )， 训 
3 一 ea 一 Eee 因此, 出 5(R) 的 定义 我 们 得 到 a < 5s(R). 反之 ,我们 证 明 F(R) = 
33(B)NGa(B), 设 as 53(R) 月 ae GastR). 这 意味 着 ea 保持 格 六 不 变 , 日 除 此 外 还 
是 个 旋转 , 即 ws O(3) mn Gs(R) = 本 (Ra 含 在 某 个 分 解 9 = Ta 的 这 个 事实 在 这 
种 情形 下 是 不 存在 的 . 命题 证 完 ， 

注 如 果 格 五 为 布 喇 菲 格 , 则 群 Sy(R) 和 已 (8 相同. 这 立即 可 由 布 喇 非 格 的 
定义 得 到 (参看 前 面 ). 

到 不 是 开交 群 0(3) 的 等 个 子 群 都 可 以 是 某 个 格 R 的 点 群 ( 即 对 称 群 )， 原 
. 来 , 格 的 平移 不 变性 在 群 $55(R), Gs{RY 和 下 (BR) 上 加 上 了 非常 严格 的 限制 . 我 们 以 
3(R)w) 表示 群 Ha(R) 的 稳定 子 群 . 它 只 让 正常 旋转 组 成 , 即 Hs (Rto) = SO(3) mn 
Ga 子 糙 an)to 中 的 每 个 旋转 的 行列 式 为 +l, 并 使 点 O 不 动 . 在 申 休 结构 论 
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中 下 面 的 定理 有 重要 的 意义 . 

定理 20.1.， 设 及 为 半 称 不 变 格 . 于 是 群 Ha(R)wo) 由 有 限 个 变换 组 成 , 其 中 每 

一 个 是 绕 某 轴 的 旋转 , 此 轴 遂 过 点 0, 旋转 角 为 zj3 或 /2 的 倍数 ， 

证 明 先 考虑 格 RR 为 布 喇 非 格 的 特殊 情形 , 即 它 的 基本 胞 腔 的 所 有 原子 均 可 由 
对 点 Q 施行 格 的 基本 平移 调 巾 O 得 到 , 设 8 € Ha(R)eo) 为 正常 旋转 ; 那么 像 由 84 
中 所 了 和 解 的 , 变 摘 更 为 绕 某 轴 ! 旋转 -个 和 ”的 转动 (我 们 记得 曾 相 对 于 点 口 计 
算 过 本 (Rw, 而 这 个 点 O 是 格 的 :个 原子) 设 为 重 直 于 1 并 通过 点 口 的 平面 . 
布 喇 菲 格 出 向 量 ae = ma +maaz 十 maas 所 确定 的 点 组 成 . 我 们 把 格 R 的 所 有 原子 
平行 于 直线 i 地 投射 到 平面 了 上, 并 考虑 位 于 点 口 的 整个 邻近 的 所 有 点 , 但 不 包括 
D 点 本 身 . 我 们 周 定 其 中 的 -… 个 点 41 ( 允 少 可 以 表示 它们 位 于 离 O 有 相等 的 距离 . 


参看 图 25} 因为 格 RR 相对 点 口 为 对 称 , 故而 
跟随 每 个 点 Bi E 下 存在 关于 点 O 的 反 向 点 
出 , 它 仍 属于 R， 当 绕 旋转 角 p 时 , 点 品 
上 到 顶 的 点 Ba (因为 变换 更 保持 格 五 不 变 )， 
即 投影 041 蛮 到 投影 O45, 它们 构成 了 角 y. 
因为 癌 基 COB 利 | QBs 局 于 此 格 , 出 它们 的 美 
同色 BiB2 也 属于 格 ER. 机 为 向 基 Bi1B2 半 行 
”于 半 面 囊 , 因此 在 平移 之 后 , 它 确定 了 平面 了 中 向 最 O4, 其 端点 4 也 属于 此 格 . 
由 此 待 到 间 量 4 4; 的 长 度 不 小 于 向 最 D4i 的 长 (|041| = |O4hsl), 这 是 因为 点 轴 
和 42 位 于 离 点 口 的 距离 尽 可 能 的 小 ， 因 此 在 三 角形 D4i4 中 边 A14s 不 小 于 
I041| = 1GA2|, 即 角 e 不 小 于 zj3. 进行 系列 的 变换 $$, 我 们 在 平面 末 中 得 到 正 
多 边 形 , 其 项 点 为 4 .42 ;Am(Ami1 一 A1), 又 因为 per/3, 放 1&<ms6, 但 是 由 
于 格 及 的 对 称 性 , 多 边 形 关于 O 也 是 对 称 的 . 因此 ,rm 只 可 能 肥 下 列 值 :2,4,6. 因此 
第 w 只 可 能 等 十 后 面 的 数 :hrr, kr/2,Rry13, 即 yp = x/3,2x/3,7. 于 足 对 于 布 喇 菲 格 定 
理 得 证 ， 

为 了 给 出 在 一 般 情形 的 定理 的 证 明 , 还 寡 证 明 , 在 任 一 个 格 中 都 包含 了 一 个 布 
出 非 子 格 , 它 在 旋转 角 yp 时 转换 到 自身 . 但 是 我 们 将 不 在 这 里 证 明 这 个 论断 , 而 宁愿 
给 出 六 外 个 证 明 , 它 展 现 了 一 个 重要 的 思想 , 而 这 个 思想 在 研究 晶体 结构 时 起 了 极 
大 的 作用 . 我 们 先 考虑 平面 格 的 情形 . 以 ui 和 ow 代表 格 R 的 基本 平移 向 量 . 像 以 
前 那样 ,$ 为 绕 点 O 的 旋转 , 旋转 角 为 yp 并 将 格 变 到 自己 . 考虑 向 量 a 并 进行 旋转 
的 迁 代 . 这 样 我 们 得 到 一 系列 向 量 al; Ba, 2a,.…， 因 为 基本 格 只 包含 了 有 限 
个 原子, 则 在 进行 有 限 次 旋转 后 , 点 应 该 号 回 旬 展 早 的 位 着 芭 有 "aa == oa:m 为 某 个 
整数 , 于 是 角 wp 有 形式 2mxym,man 为 某 两 个 整数 (图 26). 因为 向 量 为 平移 向 
景 , 并 且 因 为 平 称 丁 群 为 格 的 运动 群 的 正规 子 群 , 那么 所 有 向 量 or Ba， 更 ,…. 都 
是 格 的 平移 . 考虑 二 个 向 量 au Boy 和 到 el 如 果 间 量 aj 和 可 线性 相关 那么 
全 掩 旋转 了 zy/2 的 倍数 的 角 . 溃 虚 oa V2a1 为 基底 的 情形 . 这 时 为 了 使 得 格 的 运动 


上 
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灼 为 离 获 , 其 充分 必 监 条 件 是 向 量 mon 按 向 量 cn, 本 oa 分 解 时 有 具有 有 理 的 华 标 . 可 
实 上 ， 如 果 二 cx 和 音 基 Ct, Ca 下 共 无 理 数 坐标 ， 那么 ， 进行 -一 系列 按 回 量 Lia 的 平 
移 , 在 格 的 基本 胞 腔 中 使 包含 了 万 穷 凶 个 (原子 ) 点 , 这 与 惜 的 定义 耕 盾 ， 于 面 我 们 
要 得 到 ga 在 基 al a 下 的 坐标 的 解析 表达 式 . 由 图 27 我 们 得 到 了 表达 式 


da 
Da 
图 站 . 加 27 
信 cr1 二 VB, 十 Pe). 
foa | 
因此 . 局 为 有 理 数 . 从 同一 图 中 清楚 看 出 ， 
£1 


OB = | |cos w — OBeos 2, 


(这 里 的 ”> 代表 的 角 是 5 的 旋转 角 .) 从 而 
OF 1 
Ila] 2c08 # 
那么 向 量 Bai 昔 标 的 有 理性 等 价 于 cos ”的 有 理性 . 由 此 我 们 重新 得 到 wz 只 能 取 
值 了 /3,2773,TA2，T. 
现在 考虑 在 三 维 空间 中 任意 使 格 不 变 的 半 移 . 设 5 为 格 的 -个 任意 旋转 , 它 绕 
点 昌 旋 转角 为 wp, 并 使 格 变 到 自己 . 考虑 进行 这 个 旋转 所 绕 的 轴 7 以 及 与 轴 1 I 
变 并 经 过 0 的 平面 了 , 还 有 基本 半 移 站 最 之 一 的 向 量 ol 我们 现在 对 其 他 两 个 基本 
平移 向 景 暂时 油 团 一边 )， 当 向 基 oj 落 在 平面 了 中 的 情 撒 , 则 可 逐 字 逐 名 地 重复 上 
面 的 讨论 , 当 on 不 在 平面 五 中 时 , 它 在 B 作用 下 灌顶 点 为 0, 轴 为 直线 1 的 锥 面 
运动 . 将 此 镍 投射 到 平面 了 上 , 我 们 使 能 又 重复 前 面 基 村 向 基 在 平面 厅 上 投影 的 讨 
论 . 于 是 定理 彻底 证 好 . 口 
现在 考察 平面 格 五 和 群 大 (to 上 面 所 证 的 定理 允许 我 们 对 任意 《平移 不 恋 
的 ) 平面 格 的 群 下 (Po 的 组 成 进行 完全 的 措 述 .现在 我 们 绚 出 五 个 群 使 任意 群 
有 (Jo 等 同 于 这 五 个 群 中 的 一 个 . 
定理 20.2.《( 耕 Hz{R)o) 的 分 类 定理 ), 设 Gn = 1 2.3.4,6) 表示 由 下 面 形式 
的 n 个 匹 素 组 成 的 群 : 
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史上 ， 27 
Si 一 一 一 
n 


OS 
WW DE C1, 
27k 27k 
一 总 Li OS 
即 群 Ca 由 绕 点 0O 的 , 角 为 2rpjm 的 旋转 组 成 二 是 对 任意 平面 格 RR 而 育 , 它 

的 搓 五 z( 瑟 jiro 与 群 Co 中 的 一 -个 相同 , 片 中 = 1,2,3,4,6. 

这 让 刻 从 上 而 的 定理 得 公 . 

因此 , 半 谓 烙 呈 能 有 上 向 弄 出 的 正常 对 称 的 类型 . 我 们 指出 , 群 Ca 只 由 恒 同 变 
换 组 成 . 如 果 我 们 现在 进 ，- 砂 不 促 列 出 半 面 格 的 正常 稳定 群 , 还 列 出 非 正常 的 寿 , 即 
全 部 的 群 Hs(R), 于 是 为 此 利用 平面 上 的 反射 改变 方向 (例如 在 x 轴 内 的 反射 ). 把 
此 反射 和 群 Hz(RYeoy 中 元 组 合 , 从 而 考虑 新 群 严 { 司 = 于 (本 mm UU Bz{R)ty: 我 们 
显然 得 到 了 半 面 格 的 全 部 稳定 律 的 完 些 清单 
C1, Ca, Ca Ca Cy; Di Da, Ds, Da, De, 


其 中 D; 是 GG 和 -一个 二 阶 循环 和 的 半 直 积 , 这 个 循环 群 是 由 保持 格 的 反射 生成 . 因 
此 GC Di,i = 1,2,3,4,6, 睛 Di/Gi ~ Bz; 特别 DD 一 


此 作为 习题 留 给 恋 音 ， 

我 们 注意 记 , 在 所 得 到 对 称 天 的 表格 中 缺少 了 C5， 因 为 平面 平移 不 变 的 格 在 
平面 二 定义 了 六 而 的 不 问 网 案 , 许 过 装饰 图 案 方面 的 专家 对 它们 进行 了 数 百 第 的 研 
究 . 特别 , 在 阿拉 伯 艺 术 沾 兽 数 次 企图 构造 基于 数字 5 的 图 案 ( 邯 间 构 于 cs 的 群 
Ha{ 记 je00)， 因 为 这 些 努 力 没有 任何 结 果 , 故而 在 阿 控 伯 的 图 案 中 引进 了 基 丁 数 5 的 
所 谓 “折衷 灾 形 ", 它 在 某 些 曲 广 破 坏 了 装饰 的 对 称 性 . 

我 们 考虑 任意 平面 的 平 物 不 变 格 . 我 们 已经 描述 过 稳定 类 FH2(R) 所 有 可 能 的 形 
式 . 如 何 微 出 全 部 格 的 运动 群 G2(R) 呢 ? 原来 , 存在 有 正好 17 个 互 不 同 构 的 辩 , 它 
们 给 出 了 所 有 群 Gz{R) 的 完整 清单 . 我 们 在 这 里 将 不 予 证 明 . 这 17 个 群 中 的 得 
个 都 对 应 着 具 这 种 群 G3{ RR) 的 平面 格 . 有 意思 的 是 , 这 17 种 图 案 也 在 古代 就 已 显露 
出 来 了 {在 主要 的 埃及 装饰 中 ). 

我 们 现在 转向 一 维 格 . 在 这 里 的 分 类 问题 和 完 侈 描述 所 有 类 型 的 群 太 (B) 和 
GalR) 比 起 半 而 情形 大 大 地 复杂 化 ， 我 们 因而 不 会 详细 地 进行 分 类 , 而 足 选 择 了 最 
简单 的 问题 : 如 何 建 立 三 维 空间 中 所 有 有 限 正 常 族 转 群 . 因为 对 丁 任意 平移 不 变 的 
二 维 格 而 计 , 它 的 稳定 群 ( 恰 如 对 称 群 53( 启 ) 号 离散 的 (从 而 是 有 限 的 ) 群 , 故而 在 
做 出 群 50(3) 的 全 部 有 限 子 群 的 完全 清单 后 , 我 们 则 中 佑 计 出 三 维 格 的 群 Hs(R)to， 
和 55(R}n) 的 “上 界 ” 清 单 . 

我 们 先 推出 三 维 空间 的 有 限 旋 转 群 的 某 些 表 格 . 关上 谍 条 通过 点 O 的 直线 1, 并 
假设 万 为 潜 直 于 占线 1 且 通 过 点 O. 考虑 群 Cu 在 平 血 2 中 绕 点 0 旋转 24/n 角 
的 循 坏 旋 转 冬 ) 在 平面 有 7 中 的 作用 很 清楚 这 个 群 转换 成 了 绕 轴 1 的 整个 三 维 空 
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间 的 旋转 群 . 偿 是 以 字母 C 代表 这 些 样 . 这 里 ”一 1.2,3…… ,而 Ca 只 是 由 恒 同 
变换 构成 除了 和 群 Cu, 在 平面 站 上 还 有 基 个 群 D,, 的 作用 . 平面 瑟 相 对 于 五 中 
茶 条 直线 4 的 反射 , 在 一 维 空 间 中 可 以 实现 为 绕 这 条 直线 小 旋转 角 r 的 旋转 ， 因 
此 这 个 平面 了 的 非 正 常 旋转 可 以 补足 为 三 维 空间 中 的 正常 旋转 . 我 们 记 如 此 产生 
的 群 为 Z .这 样 一 来 , 群 7 使 由 下 面 的 变换 组 成 : 所 有 由 村 搓 Cn 来 的 变换 , 除 
此 之 儿 还 有 绕 平 面 上 wm 根 旨 的 所 有 三 维 空间 旋转 角 r 的 族 转 , 这 nn 条 轴 相 邻 


间 的 洋 朋 等 于 经 = = 应 该 指出 , 与 群 CG 相同 的 群 Di 只 由 两 个 元 素 组 成 : 恒 


间 蛮 换 和 绕 平 面 了 中 唯一 的 直线 的 半 旋 转 , 故而 这 两 个 群 同 构 ， 因 此 ， 如果 我 们 . 
想 要 列 出 不 同 (不 同 构 的 ) 寿 的 表格 , 那么 应 该 把 Di 去 掉 . 这 样 , 得 到 了 下 前 的 表 


列 :Com 一 工 2,3,，，…， ; Din = 2,3,1,.... 


除了 这 两 个 离 龄 样 的 万 穷 序列 外 , 在 三 维 空间 中 还 存 
和 在 … 些 更 加 奇异 的 变换 群 ， 事实 上 , 我 们 考 虚 在 二 维 0 
站 的 五 种 下 多 面体 [立方 体 , 八 面体 , 二 十 面体 , 四 面体 , - 
二 面体 ). 它们 中 的 每 -- 个 都 关联 着 一 个 正常 旋转 的 有 a 
它 把 这 个 多 面体 变 到 自己 . 以 这 种 方法 我 们 得 到 了 五 个 有 
限 群 . 但 是 在 这 二 个 群 中 有 相 午 合 的 . 事实 上 , 只 有 三 个 群 
是 不 同 的 : 四 面体 豆 , 立方 体 群 种 十 二 面体 群 . 我 们 更 仔细 | 一 
地 考察 -下 这 个 问题 , 在 立方 体 中 内 接 一 个 球面 , 在 款 面 中 网 站 
内 接 一 个 八 面体 , 使 得 八 面 体 的 项 点 重合 于 那些 立方 休 边 
缘 利 上 述 款 面 的 切 点 (图 28). 可 清楚 看 出 . 所有 把 立方 体 寞 到 自己 的 旋转 也 必 保 持 
八 而 体 不 登 . 及 之 也 对 . 因此 , 立方 体 各 信 面 体 的 对 称 群 重合 ( 即 间 构 }. 完全 一 样 地 
可 建立 十 二 面体 和 二 十 面体 的 对 称 (下 党 旋转 ) 群 相同 . 我 们 分 别 以 开本 声 表示 四 
面体 , 立方 体 (入 面体 ), 十 二 面体 (和 二 上 面体) 的 正常 旋转 群 . 我 们 可 以 算出 (将 
其 作为 习题 留 给 读者 ) 这 儿 个 群 的 阶 分 别 为 12.24.60. 如 果 多 面体 的 全 部 旋转 群 ( 即 
包括 了 攻 止 常 旋转 ) 所 得 到 的 群 玉环, 广 的 阶 分 别 为 24,48,120, 我 们 发 项, 我 们 所 表 
示 了 了 的 群 忆 完全 列 出 了 所 有 正 常 的 离散 旋转 群 

定理 20.3. 汪 维 空间 中 有 痕 正 常 旋转 拜 的 完整 清单 为 

Cn 人 一 12 


D’, (n = 2.3,...), 
T, WW, Db, 


其 中 Cn 为 (循环 ) 群 , 它 出 重复 进行 角 为 a 的 线 某 轴 i 的 旋转 构成 , 其 中 oo 为 

27/n,n 为 整数 ;DD 是 同样 的 旋转 连同 关于 ”条 轴 的 反射 , 这 些 轴 是 在 重 上 血 于 1 

的 平面 中 , 相 吾 之 间 构 成 的 角 为 oy2; 工 , WP 分 别 为 保持 正四 面体 , 立方 体 ( 误 
”不 面体 ), 和 十 二 面体 (或 二 十 面体 ) 不 变 的 变换 群 . 
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证 明 首先 我 们 已 熟知 , 在 三 维 空间 中 非 恒 同 变换 的 任意 正常 旋转 为 绕 基 条 轴 
的 旋转 ( 见 名.3)， 因 此 每 个 这 样 的 旋转 保持 在 单位 奈 而 上 恰好 两 个 对 径 的 点 不 动 ， 
这 中 旋转 轴 与 此 球面 的 交点 . 我 们 称 这 两 个 点 为 旋转 的 极点 . . 

规 在 设 任 给 了 一 个 有 限 群 , 它 为 N 阶 正常 旋转 群 . 于 是 其 中 让 好 有 有 入 一 1 个 
非 恒 等 变 换 的 变换 . 考 虚 写 的 极点 . 称 研 中 保持 极点 p 不 动 的 变换 个 数 v 为 极点? 
的 重 数 . 显然 , 这 > 个 变 找 是 绕 对 应 轴 以 角 27/v 的 旋转 的 针 代 . 它 是 厂 中 vw 阶 的 
循环 了 格 总 , 品 中 的 非 恒 同 的 变换 的 个 数 汶 一 1. 

班 在 考虑 关于 群 三 的 pp 点 的 轨道 . 我 们 将 证 明 , 重 数 为 v 的 极点 p 的 力道 的 匹 
素 个 数 正 好 等 于 Njv. 事实 上 , 我 们 注意 到 , 轨道 上 的 每 个 元 素 都 是 具有 相同 重 数 " 
的 极点 . 这 个 论断 由 后 而 的 简单 讨论 得 出: 设 关中 的 变换 4 把 p 秋 到 点 4, 而 Be 了， 
其 号 使 p 保 持 不 动 . 于 是 变换 4234-1 把 9 变 到 9 反之 , 如 了 为 某 个 变换 , 使 9 变 到 
已 ;那么 变换 47 4 1= 旦 将 pz 点 变 到 Pi 固 此 变换 工具 有 拒 式 4-1B4. 那么 ,在 群 
他 的 元 过 和 保持 点 4 不 动 的 变换 人 之 间 建 立 了 -一 对 应 的 美 系 , 从 而 让 明了 点 pp 和 
4 的 重 数 相等 . 以 5 ,S52,… ,9 表示 保持 点 p 不 变 的 不 同 变换 (包括 恒 同 变换 ), 我 们 


也 


假设 在 点 5p 的 轨道 中 恰好 有 个 点 (包括 点 办. 以 ,… ,gn 记 这 些 点 . 现 设 ;为 变 
换 群 荆 中 的 那个 元 , 它 将 点 p 变 到 gi {i == 1,2,.… ,ny}. 证 是 下 面 的 这 些 不 同 变换 淄 
竭 了 群 T; 攻 人 1, 上 L192,.… , Lid ;, LaD1, Lads,. La, Ls “ ;LnS1;, Lnda,.:. , Ln,. 


因此 ,六 = nw, 这 反 过 来 表明 这 个 重 数 为 N 的 内 于 由 此 , 以 ma 表示 在 胃 道 
中 的 极点 数 , 它 包 含 了 最 唐 的 极点 , 而 以 vs 表示 它们 中 每 一 个 的 重 数 时 我 们 便 得 到 
N = nl. 

现在 来 计算 偶 对 (5,p) 的 数目 , 其 中 p 为 极点 , 而 5 为 帮 六 的 非 昼 同 变换 ,其 
中 5 使 此 概 点 不 动 . 一 方面 因为 群 三 中 N 一 1 个 非但 同 变换 每 一 个 正好 有 两 个 极 
点, 故此 数目 为 20N 一 1). 另 一 方面 , 对 每 个 极点 p 具有 vw 一 1 个 非 重 同 变 撞 保持 这 
个 极点 不 变 (此 处 v 为 极点 的 重 数 )}、 于 是 这 种 偶 对 的 数目 等 二 立 (w 1), 这 里 的 
卫 通 过 所 有 的 极点 . 由 此 得 到 


2(N ~ 1) = 2 — 1)n., (1) 


这 里 碳 端 是 对 奉 了 的 所 有 轨道 求 和 , 这 些 轨 道 包 念 了 极点 ， 闲 为 N 一 nw, 于 是 以 
六 除 等 式 (1) 便 得 到 关系 


-= 于 (1 六) (2) 


我 们 来 研究 等 式 (2)， 如 果 群 忆 只 由 恒 同 变换 组 成 , 则 N 二 1, 无 极点 ， 现 设 
N22. 于 是 等 式 (2) 的 左 端 显然 不 小 于 1, 但 小 十 2. 由 此 容易 得 知 在 等 式 的 右 端 不 
能 少 于 两 项 . 所 以 至 少 有 两 条 轨道 , 此 时 轨道 的 数 月 不 能 大 于 3, 内 为 否则 的 话 右 端 
的 和 数 将 会 不 小 于 2. 这 样 一 来 , 存在 有 两 条 或 者 三 条 轨道 假设 有 两 条 轩 道 , 这 时 
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等 式 (2) 有 形式 2 = 总 + 立 ， 但 两 个 整 正 数 之 和 等 于 3 只 有 它们 每 -个 都 等 于 
i 2 
因此 mi = 1 =nz; 邮 w = vz = NW. 这 天 上 这 是 条 轨道 中 每 一 条 正好 由 一 个 重 数 为 
N 的 极点 构成 . 我 们 得 到 了 绕 ( 坚 直 ) 轴 旋 转 的 N 阶 循环 群 . 
现在 假设 轨道 的 数目 为 3. 于 是 


(3) 


I a MN 
我 们 把 重 数 按 其 递增 次 序 排列 :nwo<&v9， 所 有 的 这 一 个 数 ,vz,vs 不 能 部 大 于 3， 


否则 我 们 就 会 得 到 二 Ft + + 了 = 了 它 与 等 式 (3) 矛盾 . 因此 四 一 2 由 


此 ,二 十 记 一 十 育 - 这 两 个 数 vw,vs 不 能 都 >4, 因为 此 时 在 左 端 我 们 会 得 到 不 超 
过 172 的 和 数 . 所 以 vo = 2 或 3. :考虑 种 一 种 情形 二 Ww 二 2,N 二 203. 令 v3 二 nn. 
我 们 得 到 了 两 个 重 数 为 2 的 极点 类 , 得 -类 由 x 个 极点 组 成 , 以 及 另 -… 个 极点 类 , 它 
由 两 个 重 数 为 n 的 极点 组 成 . 旺 然 ， 所 得 到 的 区 与 群 DP’, 相同 (参看 前 面 )， 

现 青 考虑 一 2,w 一 3,;” 一 + 言 的 情形 . 因为 ms>o = 3, 故 有 下 面 的 二 
种 可 能 性 : vs 一 3,N 一 12; v8 = 4,N = 24;vs 一 5,N = 的, 我 们 分 别 以 TW.P 代表 
它们 . 就 像 我 们 现在 看 到 的 , 这 些 记 号 不 是 随意 的 , 它们 是 相应 的 正 多 面体 的 群 的 记 
号 . 事实 上 , 我 们 来 考察 了 的 情形 . 这 时 我 们 有 两 个 类 , 每 个 类 由 4 个 二 阶 极点 ( 即 
重 数 3) 构成 . 可 清楚 看 出 , 一 个 类 的 极点 应 该 是 正四 面体 的 顶点 , 而 另 一 个 类 的 极 
虎 为 其 对 么 点 .于 是 得 到 了 由 面体 的 正常 旋转 群 . 6 个 重 数 为 ? 的 等 价 极 点 是 由 它 
的 中 心 CO 投射 它 的 边 的 6 个 中 点 到 球面 的 投影 , 其 中 的 这 个 球面 内 楼 于 该 四 面体 . 
现在 考虑 W 的 傅 撒 . 这 时 , 一 个 类 由 6 个 四 阶 极点 组 成 , 它们 都 是 正八 面体 的 质点 : 
因此 我 们 得 到 从 面 体 的 企 常 旋转 群 ; 还 有 一 个 类 由 8 个 一 阶 极点 组 成 {对 广 于 它 的 
面 的 中 心 ); 还 有 一 个 类 巾 重 数 为 2 的 12 个 极点 组 成 (对 应 于 它 的 边 的 中 点 )， 最 后 ， 
考虑 PP 的 情形 . 这 时 我 们 有 这 样 -… 毕 类 : 由 重 数 5 的 12 个 极点 组 成 的 类 (它们 是 正 
一 十 面体 的 顶点); 由 20 个 重 数 为 3 的 极点 组 成 , 它们 对 应 于 20 个 面 的 中 心 点 ; 由 
30 个 重 数 为 2 的 点 组 成 , 它们 是 这 个 多 面体 的 30 条 边 的 中 点 . 

因此 , 这 些 群 的 描述 和 定理 的 证 明 已 沈 成 . 口 

现在 回 到 对 王 维 格 的 稳定 群 的 描述 . 先进 行 对 某 些 新 的 群 的 考察 . 设 B 为 相对 
于 点 的 三 维 空间 的 芭 射 , 即 变换 B 将 点 天 变 到 点 -8 显然 这 个 正 交 变换 改变 

六 有 ?的 方向 . 另外 ,B 与 任意 旋转 可 交换 , 即 B 为 群 0(3) 的 中 心 的 -个 生成 元 : 用 

矩阵 记号 即 8 = 一 1, 其 中 1 是 单位 矩阵 . 本 是 5O(3) 中 每 个 子 群 里 生成 了 群 O(3) 
中 的 子 群 #, 它 由 召 加 上 所 有 撒 如 Bg 的 元 构成 , 其 中 ye 吾 . 显然 , 序 包含 了 二 
作为 它 的 指数 2 的 子 群 . 

我 们 还 要 描述 … 种 把 镜像 反射 包括 在 有 限 群 的 方法 . 设 为 在 另 一 正常 旋转 群 
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到 中 的 指数 为 2 的 子 群 , 而 日 群 瑟 的 一 半 元 素 ( 记 为 S) 属于 了 ,而 $B 的 另 -* 半 元 
【 记 为 3 ) 不 属 十 了 现 将 8 中 所 有 元 素 变 换 为 BS' 中 元 . 于 是 我 们 得 个 新 的 包 
合 六 的 群 , 记 其 为 BT, 同时 作为 这 个 群 的 男 … 半 元 素 ( 即 不 属于 1 的 那些 元 素 ) 组 
成 了 镜像 反射 . 例如 , 因为 西 面体 群 了 在 八 而 体 群 休 中 为 指数 2 的 子 群 , 故而 有 和 群 
WT. 

定理 20.4. 三 维 格 的 平移 不 变 的 全 部 稳定 群 的 清单 (包括 了 32 个 群 , 它们 互 

不 同 梅 ) 为 : Ci C2, G3, Ca Ge, CC C3,C4, Co; D5, DY, Di, DS, Dy, DB, Di, ty; 

CIO, CaCe CeCs; Di Dy, DEDS; DICo, DIC3, MCs, 608 T, WT,W, WT 这 

些 群 中 的 每 一 个 都 满足 三 维 格 的 平移 不 变性 . 

证 骨 结合 前 面 已 证 过 的 描述 所 有 正常 旋转 的 有 限 群 的 定理 , 并 进而 结合 描述 
包括 镜像 反射 的 过 程 , 多 最 后 注意 到 根据 所 允许 的 具有 重 数 为 2,3,4,6 的 极点 的 那些 
情形 , 便 能 给 出 证 明 . 我 们 将 不 给 出 这 些 类 比 的 所 有 细节 . 口 

现在 来 考虑 与 具体 的 张 基 场 有 关 的 晶体 群 . 我 们 局 限于 一 个 简单 的 例子 : 挑 出 
蜡 体 的 一 个 宏观 的 性 质 , 就 像 导 电 性 描述 了 电场 电压 向 量 < 和 电流 密度 向 量 j 之 间 
关联 那样 . 这 种 关联 有 下 面 的 形式 


jr = gies 共 中 j= (fr); = (es), 


而 (ec 交 为 物质 的 导电 率 张 量 . 如 果 物 质 是 各 向 同性 的 , 由 有 
二 qi 其 中 og 为 标量 , 即 在 此 最 简单 情形 中 导电 率 只 由 
一 个 标量 e 给 出 . 在 一 般 情形 ,(ox) 为 一 般 形 式 的 张 量 . 

兰 奈 生体 的 导电 率 张 量 , 它 出 下; 中 的 立方 体 状 的 格拉 
述 , 即 为 立方 体 晶 体 (图 29)， 我 们 认为 而 体 是 理想 的 , 从 而 


格 RR 充满 了 整个 空间 . 显然, 这 个 卓 体 的 对 称 帮 特别 地 含有 
下 面 二 个 正 交 变换 出 29 
D 1 8 | Dn 0 1 1 0 0 
cl 一 -1001|13 as 一 0 101 aas= 一 | 0 DO 1 
0 0 1 —1 0 0 0 —1 0 


即 ai 为 绕 z 轴 的 角 为 r/2 的 旋转 ,mo 为 绕 y 轴 的 角 为 r/2 的 旋转 ,as 为 绕 z 轴 的 
期 为 x/2 的 旋转 . 

因为 格 吕 变 到 自己 , 故而 这 兰 个 对 称 运算 保持 了 张 量 (gi;) 不 变 . 我 们 把 这 种 情 
形 写 成 分 析 形 式 . 以 4 表 矩 阵 (oj@); 于 是 出 = asAa7! 二 4 对 i= 1,2,3 都 成 立 , 计 
算 算 阵 41, 得 到 


2 1 1 1 


2 2 
02 0 23 Cl 02 53 
7 1 1 1 | 一 
A = oa ol 一 3 | 一 of U2 08 二 4. 
和 3 3 3 3 3 
Ga —aY 全 了 Tl Co Os 
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由 此 得 出 ol = o2; 以 相 伺 的 六 法 计算 42,.43, 我 们 得 到 ot = ao2 = o3. 群 Sa(5) 还 
包含 了 三 个 变换 


-1 00 1 0 mn -10 0 
局 一 0 -1 0|, =|1]0 -1 0 1， 太 = 0 1 0|, 
n 1 1 0 0 一 ! 0 0 一 


于 是 页 为 绕 z 轴 的 角 为 r 的 旋转 ,9。 为 绕 轴 x 的 角 为 x 的 旋转 ,9 为 绕 y 轴 的 角 
为 T 的 旋转 . 还 时 格 义 变 到 自己 , 这 给 出 了 关系 A; = .46 1 = 4A,1&ig3. 计算 矩 
阵 4 给 出 了 


1 1 1 1 1 1 
21 22 TOs Cl G2 73 
有 1 一 a? 2 一 0 | = ce oz | = 4A, 
-or 一 呈 一 叶 oi oo og3 


由 此 得 出 中 = 叶 = 脏 = 3 = 0. 计算 矩阵 铅 和 A 类似 地 可 得 出 oi 一 0, 当 
1 0 0 

i 六 基 最 终 有 4 二 (of)=o|0 1 014, 即 ox =o65, 其 中 og 为 标 晤 . 我 们 从 而 证 
0 .01 

明了 下 面 的 断言 : 立方 体 击 体 的 导电 率 的 迷 向 性 类 似 于 各 向 同性 物质 的 导电 率 ( 即 

不 依赖 了 方向 ). 这 个 结论 在 物理 上 并 不 是 显 见 的 , 因为 在 立方 体格 的 情形 我 们 会 预 

料 在 立方 体 边 的 方向 上 的 导电 性 不 周 于 对 角 线 方向 的 导电 性 . 内 此 我 们 显示 了 对 称 

群 Ss( 如 ) 性 质 的 重要 应 用 (虽然 是 简单 的 ), 这 个 性 质 能 出 人 意料 地 降低 张 量 (ci 中 

独立 的 分 基数 且 . 
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1. 反 称 张 量 ， 电 磁场 的 不 变量 

我 们 考查 重要 张 量 的 例子 : 闵可夫 斯 基 空 间 了 。 中 的 二 阶 反 称 张 量 . 特别 , 电 
磁场 Fi 荐 那 种 我 们 采用 相应 的 术 雍 “ 张 量 场 ”的 张 量 . 

定义 21.1. 张 量 场 ; 的 不 变量 是 指 特征 多 项 式 


P(X) = det{ Fi ~ Agix) (1) 


的 系数 , 其 中 gx 为 闵 可 去 斯 基 度量 . 
我 们 引进 电场 E 和 磁场 H, 其 中 


Ea= Hoa, = 1,2,3. 


—H!i= Fs, —H?=F, ~H?= Fo. (2) 
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那么 , 矩阵 Fis 因此 具 下 面 形 式 


0 El E2 Es 
—E 0 -HH A?2 
-EE BH? 0 一 再 
一 五 3 —_H? HH! 0 Ee 


引 理 21.1， 张 量 Fx 的 特 入 多 项 式 为 
P(A) = —X + (E? -~ HN + (E, HY?, (4) 


其 中 |EP = B+BB+ FB,HI? = (H+ (HP (HE,H) = BH. 

证 明 经 过 直 护 计算 矩阵 (Bi 一 29i) 的 行列 式 就 可 得 到 , 其 中 有 形式 (3). 
借助 于 下 面 所 证 明 的 定理 21.1 可 以 容易 得 到 另外 一 个 证 明 , 这 是 个 关于 在 伤 殉 氏 空 
条 中 关于 它 的 反 称 张 量 标 准 形 的 定理 . 口 

注 虽然 fi 在 所 给 点 上 是 反 称 的 , 但 由 于 度量 的 非 欧 性 , 一 般 说 来 它 不 能 通过 
洛 伦 兹 变换 化 为 标准 的 块 状 形式 . 

将 公式 后 转化 为 微分 形式 的 表达 方式 得 到 


了 一 > Fiydri A dr 


TI 
= Esdr? Adz" ~ Hidr? A dr — Hda? A dr! — Hidr! A dz?, (5) 


向 量 已 和 瑟 是 相对 于 三 维 空间 (z1, x, zw3) 的 旋转 而 言 的 向 量 . 因为 FE 为 张 
量 , 那么 在 说 伦 北 变换 


1 , , 十 py 
] T to 22 一 22 ro ££ ; (6) 
3 | 2 
1- 区 1 一 均 
C2 
下 , 其 中 2? = ct,z0 = ct', 向量 忆 和 王 为 
B+ -HY EB HY 
=Ei, Es 人 一， Es = 人 
人 2 加 
荆 ~ 豆 1 
HY_?p H3 + 
HI=H, Hr= er, He 7 
7 全 ? 22 
1 一 一 1 一 丈 


在 给 定点 上 张 量 Bi 构成 了 六 维 问 量 空间 . 我 们 要 解释 在 此 空间 中 算 予 * 是 如 
合作 用 的 . 
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引 理 21.2。 成 立 公 式 


3 
本 本 一 一 》 Hrdz? Adr™ — Eldr? Adr? — Eodr? Adr' — Eadrl sda?, (8) 


ar 一 上 
其 中 FF 的 形式 为 
FPF= Edr" Ac — Hlda? A dx? ~ H2dz? A dr! — Hdr! A de?. 
证 阴 算 子 * 作用 如 下 : 
CPR ~ Fettm Pe; Pm 一 gg (9) 
这 里 的 gi; 为 网 可 天 斯 基 度 量 ， 


1 0 
一 上 
i 二 _1 
0 -1 
张 量 Fx 有 形式 
一 一 一 12,3. (10) 
由 此 立即 得 到 了 引 理 的 斯 言 . 口 
推论 作用 于 二 阶 反 称 张 量 的 双重 * 运算 等 于 -1， 
即 #(#F) = —F. 
令 
(oo | BF =aFib*F (11) 


给 出 了 反 称 2 阶 张 量 的 空间 Rs 一 个 复线 性 空间 结构 . 
由 于 上 述 推论 , 这 个 定义 是 合理 的 :iaF = ** 王 = -下 .我们 从 而 得 到 了 三 维 的 
复 空 间 C3. 

注 我 们 将 认为 E 是 FF 的 实 部 ,H 是 它 的 永 部 . 这 与 前 述 定义 并 不 抵触 . 事实 
上 ,对 十 二 2 旺 乘 以 i 有 


i 十 2H) 一 一 再 十 证 . 
由 于 有 引 理 21.2, 这 完全 是 算 子 * 的 作用 , 因此 , 令 
2° = Ea iH°®, a = 1,2,3, (2) 


便 能 引进 了 C3 中 丽 标 z1, z2, z3, 
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算 子 * 对 于 群 50(1,3) 中 变换 不 变 . 十 是 最 乒 的 这 个 公式 是 我 们 的 空间 C3 的 
复线 性 变换 . 进而 容易 看 出 , 它们 保持 了 二 次 型 (也 , 卫 ) 不 变 , 现在 给 出 其 定义 如 后 
为 此 首先 注意 到 正和 A 政和 玉 A*F 都 是 (0.4) 型 反 称 张 量 , 并 且 因 为 闵 可 去 斯 基 空间 
是 四 维 的 , 故 这 两 个 张 量 中 每 一 个 的 所 有 ( 非 零 ) 分 量 都 相等 ( 差 一 个 符号 ). 直接 计 


算 给 出 
(F A*F)oi23 一 wh 


标量 *(F' A 和 *tF A #%FF) 的 任意 线性 组 合 仍 是 标量 , 放 而 二 次 型 


(本 本 一 #(FA#FHiFAF) 


1 ;; » 
(F 六 F)ol23 二 -ae PP. 


一 一 3 (Fi 而 时 十 ET (13) 
对 于 群 50(1,3) 中 变换 不 密 . 用 坐标 1, 22,z3 写 出 这 个 形式 , 我 们 有 
3 
(DF)=—H +E + H)- (P+iH) = (cr 19 
mn 二]1 


{其 中 = |EP, #2? = |Hl}， 于 是 , 形式 (13) 为 复 三 维 向 量 瑟 +1H 的 标量 式 的 


平方 


空间 C3 所 保持 这 个 标量 平方 不 变 的 复线 性 变换 , 类 比 于 实 的 情形 被 称 做 复 正 


变 , 它 梅 成 了 - -个 群 , 我 们 以 O03,C) 记 之 ; 不 要 拒 它 与 UV(3) 混同 . 


因此 , 在 2 阶 扩 称 张 量 的 室 间 中 所 引进 复 结构 便 定义 了 洛 伦 兹 群 SO(1,3) 到 


(3,C) 的 一 个 同 态 . 


而 有 量 RetF Fy 


= EH?, SIm(h, F) = 


现在 米 分 析 用 济 伦 兹 变换 化 2 阶 反 称 张 基 为 标准 拒 . 
定理 21.1. 1) 设 (= 了 2 H?24+2i(E,H) £0. 


{E, HH) 为 电磁场 的 不 变量 . 


aj 如 果 全, H) 关 0, 则 洛 伦 兹 变 挽 可 以 把 张 基 FF 变 到 这 样 的 形式 , 使 得 吾 


和 五 平行 且 都 不 为 零 . 


b) 如 果 但, H) = 0, ?一 日? 关 0, 则 可 将 张 量 严 恋 成 这 样 的 形式 , 使 得 当 


五 2 


其 中 EB? … 


一 瑟 >0 时 天 0, 了 HH 0, 或 者 当 B?-H?<0 时 EE=0,H#0. 
张 量 已 的 标准 形式 在 这 两 种 情形 下 都 为 


0 EE 0 0 
-EBE' 0 0 0 
oo oo gl (15) 


0 0 FH’ 0 


H? = 五 2 ~ HE'H’ ~ {E,H. 
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2) 设 书本 =0, 即 五 ?一 互 2? = 0, 全 ,HHy -4. 于 是 经 任意 党 伦 兹 变换 向 量 
互 和 五 仍 相 互 垂直 并 且 有 相同 长 庆 . 张 量 Ei 在 这 时 可 化 为 


0 E 0 0 
_E 0 -En0 

已 | (16) 
0 E 0 0 
0 0 0 0 


证 明 设 { 玖 相关 0. 邻 忆 =cin, 其 中 为 C3 中 的 单位 向 量 , c= VAD 有 

月 (n,n) = 1, 用 50(3,C) 中 元 旋转 (这 种 旋转 是 党 伦 雍 变换 ) 把 辐 量 n 可 以 变 到 其 

他 任意 一 个 向 基 , 特别 变 到 实 向 量 ni'. 我 们 表示 e 为 形式 EF' 上 + 证 新 的 电场 向 量 有 
形式 

E’ = BE'n’', (17) 


而 新 的 磁场 向 其 的 形式 为 
H’ = H'n, (18) 


因而 = B32+2i(E,H) = 了) 一 -HE,H). 向 量 E 和 H' 平 
行 . 我 们 选取 n' 为 z 轴 的 单位 向 量 , 则 我 们 得 到 了 标准 形 (15). 定理 21.3 论断 1) 
的 a) 得 证 . : 
如 果 {E,H) = 人 则 {EH = 人 B,H) = 0. 因此 或 者 房 一 0, 或 8H'=9, 从 而 
论断 1) 的 b) 得 证 : 旭 果 吉 一 晴 ? >0, 则 =0; 如 果 E232--H?2<0, 则 EE'=0. 
最 后 我 们 证 明 2).SO(3) Cc 59(1,3) 中 的 实 旋 转 训 以 使 得 向 量 互 指向 z! 轴 的 方 
向 . 于 是 向 量 互 位 于 ({z2,z3) 平面 中 , 在 此 平面 中 的 旋转 可 以 使 它 指向 x: 轴 的 方向 . 
定理 证 完 . 口 
2. 对 称 张 时 和 特征 值 . 电磁 场 的 能 量 - 动量 张 量 


设 Tis 为 闵可夫 斯 基 空间 中 (0,2) 型 的 对 称 张 量 , 而 此 空间 的 度量 为 win ， 
定 光 21.2， 称 方程 


P(X) = det (Tix Mgsk) 一 0 (19) 


的 解 为 张 量 zx 的 特征 值 . 
我 们 记得 , 这 些 特 征 值 > 为 算 子 Ti = 45 的 特征 值 , 相应 的 特征 向 量 由 方程 
组 
Tht = Mgntt, PA) =0 (20) 
的 解 定义 . 因为 度量 的 伪 欧 氏 性 ,一 般 说 来 矩阵 Ts 不 能 由 党 伦 蓝 变换 化 为 对 骨 江 . 
我 们 要 详细 地 分 析 在 二 维 闵 可 去 斯 基 空 间 了 Ri 中 对 称 张 量 的 类 型 . 有 下 面 定理 . 
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定理 21.2. 1) 如 果 方 程 P(X) = 0 有 两 个 不 同 的 实 根 M0 关 X， 则 矩阵 42%.( 巾 
洛 伦 冀 变 换 ) 化 为 
* 0 ) . (21) 
0 一 


2 如 果 方 程 P(X) = 0 有 两 个 复 共 轼 根 MX, A = a 圭 绍 , 则 本 阵 工 ; 可 化 为 


ek 3 r 
( 的 . (22) 


3) 如 果 方 程 P(X} = 0 有 项 个 相同 的 根 和 = 和 1 = 入, 则 在 任意 坐标 下 条 阵 


734 有 撒 式 
Stk (23) 
一 中 一 和 十 只 三 


这 旦 的 产 不 是 张 量 区; 的 不 变量 , 并 且 一 般 说 来 , 不 能 用 洛 伦 兹 变换 化 为 0. 

证 明 设 特征 值 30 关税 ( 实 或 复 ) 不 相同 .它们 对 应 了 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
5 人 它们 请 是 方 程 组 (20). 我 们 指出 , 这 些 疝 基 正 交 : 我 们 有 TpEt = Mogin thEF 二 
AT198 人 和 此 而 (é0, 白 ) = gixnE6E* 一 0 很 没 和 0 关 为 为 实数 . 那么 其 中 -一 个 特征 向 量 
是 类 时 的 , 而 另 一 个 是 类 空 的 . 将 其 选 为 新 的 坐标 轴 , 我 们 则 得 到 了 定理 21.2 的 论 
断 1) 的 证 明 ， 

假 吉 0, 和 1 = a 土 说 , 其 对 应 的 特征 向 语 也 为 复 共 元 , 即 名 ,6 分 别 为 a+ 站 和 
4 一 谢 . 对 这 两 个 向 量 以 下 面条 件 法 化 

(Gb,a+ib) = (a ~ ,a — ib)=2. 
与 正 变 条 件 (5 = 0 一 起 给 出 了 
f= 0 ae) 一介 六 一 2 

由 此 ,la = 二 1, 名 一 一 1 在 基 a,5 下 张 迪 (Tw) 有 了 形式 (22}. 论断 2) 得 证 . 

现在 假设 Me = 入 1 = A. 我 们 假定 特征 值 和 恰好 对 应 于 . -个 特征 向 量 [，{ 加 果 
这 样 的 向 量 有 两 个 , 那么 算 阵 ZT 可 转化 为 对 角形 ") ,， 即 为 (23) 中 上 = 
的 情形 .) 我 们 指出 《 蚌 迷 向 出 量 . 事实 上 , 在 相反 的 情形 下 ,上 的 正 交 补 向 量 就 会 是 
特征 子 空 间 , 旦 不 包含 上 因此 | 引 =0, 并 由 此 得 到 

(一 人 0 人 

(如 果 名 = 一 在 , 则 还 需 进行 反射 ). 方程 组 (20) 因而 可 写 为 


Ton 十 Tol 一 入 ， To 十 了 1 二 一 入 


由 此 有 Too = 和 二 j= 一 和 十 pT 一 一 4 一 To. 定理 得 证 . 
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假设 i 为 在 闵可夫 斯 基 空 间 民 4 中 的 反 称 张 晤 .由 张 便 i 我 们 可 以 构造 出 
对 称 张 量 Res 这 时 令 
] 


1 
+ nm 再 -站 Erre _ 24 
Tix 4 ( gg Fri. km 十 了 局 nt Dik ( ) 


如 果 Es 为 电磁 场 张 量 , 则 称 张 量 Ti 为 场 Fi 的 能 量 - 动量 张 量 , 利用 由 公式 (2) 
定义 的 三 维 向 量 五 , 了, 我 们 得 到 


EF?+H? 1 
了 00 本 8 1 了 ba 一 -zx Hl,, 
1 1 
Tog 一 {BeBe HaHa 十 2d08(E" 十 H?)}, 人 a 一 1， 2,3. (25) 


称 全 = Tho 为 电磁 场 Es 的 能 量 密度 ; 称 向 性 5。 = 一 ?ho 为 坡 印 迁 向 量 ; 称 二 维 张 
量 Ta (1<as3,1&8&3) 为 麦克 斯 书 应 力 张 量 . 

我 们 来 研究 关于 把 由 公式 (24) 定义 的 能 最 - 动量 张 量化 为 标准 形 的 问题 . 根据 
定理 21.1, 我 们 化 张 量 ; 为 标准 形 , 在 (15) 的 情形 ,有 B= (E,0,0),H = (五 ,0, 0)， 
那么 张 量 mix 便 有 具有 对 篆 形 


+W 0 
一 全 1 , 
T..) = "Ih? 2 
(Tx) jw ， W=(B +H") (26) 


() 十 环 
这 里 所 有 特征 值 等 于 土 环 . 而 在 情形 (16), 有 
E=(E,0,0, H=(0,0F), E=H, 
由 公式 (25) 我 们 得 到 


了 0 —W 0 
0 0 op 0 FE: BH? 
Tp) = ， WW= = 27 
Cn) -HW 0 WW 0 47 ”4 (27) 
nn 0 0 0 


这 种 情形 对 应 于 定理 31.2 的 最 后 一 个 论断 (公式 (23)),n = 你 为 电磁 波 的 情形 .能 
量 … 动量 张 量 此 时 不 能 化 为 对 第 形 ; 它 所 有 的 特征 值 为 由 


322. 在 映射 下 张 量 的 行为 


1. 县 下 指标 的 张 量 的 一 般 限 制 运算 
谨 给 出 其 兵 坐标 zf :xm 的 m 维 空间 的 区域 到 县 坐标 xz1,..…. ,wr 的 nn 维 
空间 的 区 城 的 映射 下 为 
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Ti irl ,Em ), i= 1 ,n. (1) 
那么 在 空间 (m1,… ,za) 中 (0,) 型 的 每 个 张 量 五 对 应 于 “ 带 撤 *” 的 空间 中 的 
张 量 FT... 
Cn ie, ,a ). 2) 
座 … 放 ? Dk Drit 站 T 放 . ， 


我 们 把 验证 ET 为 {0,&) 型 张 量 留 给 读者 . 

因此 ,(0,#) 型 的 张 量 被 映射 的 方向 与 空间 之 间 映 射 的 方向 相反 . 称 运算 F* 为 张 
量 的 限制 运算 . 

例 22.1. 设 在 ” 维 空 间 中 给 定 了 度量 gi; 和 rm 维 曲面 


| 1 = irl 2 (3) 


是 应 用 限制 运算 我 们 得 到 在 曲面 (3) 的 度量 9,;., 其 中 
Om: dri 
9 Hi Ber Grr 
这 是 曲面 所 在 空间 的 度 其 g;; 在 此 曲面 上 上庄 导 的 度量 (参看 $7.31. 
| 现在 考察 (0,) 型 反 称 张 量 五 sa 在 维 曲面 x = zi(z!,.…. ,zx) 上 限制 的 


dj = 1 5 


情形 , 其 中 这 个 曲面 是 在 ” 维 空间 中 的 . 这 个 限制 运算 的 旺 式 表达 式 在 我 们 的 反 称 
形式 的 积分 论 中 有 用 . 
定理 22.1， 限 抽 丁 大 维 曲 面 zi 一 zi(z7.… ,xz*) 上 的 形式 


Ad 


FL 
成 立 下 面 等 式 
>. TT Hin dr A A dr = > ee de A A dt, {4) 
Hig Le 


其 中 Til dk 为 矩阵 加 7) 的 k 阶 子 式 ， 由 EE 列 组 成 . 
证 明 根据 定义 (2), 有 


(ET) = Ti Fr 本 2 (5) 
利用 ,i 的 反 黎 性 我 们 可 以 将 上 式 右 端 化 为 
dl dn sr 5) 
Th 一 2 Ti (二 和 
和 FTESE 
一 2», Ti J, 
人 


从 而 定理 得 证 . 口 
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2. 切 空间 的 映射 

一 - 般 说 来 , 不 能 定义 相应 于 空间 之 间 上 映射 的 只 其 上 指标 的 张 量 的 映射 . 但 如 果 
给 了 有 映射 下 :天 二 2 1 出 可 定义 在 点 (oz ,zw ) 的 向 量 
空间 到 在 点 zf 3 二 19 的 向 量 空间 的 映射 已 . 这 个 上 映射 的 构造 为 

- Ori 
(FT) | rg. mn) = Br he ,四 《6) 

相 类 似 地 可 以 对 {EK,0) 型 的 张 量 构建 鼎 射 玉 , 因此 切 空间 映射 按 相 同 于 电 射 下 作 
用 的 方式 进行 . 常常 称 切 空间 的 映射 已 为 映射 下 的 微分 . 

如 果 FF 是 空间 中 的 光滑 函数 , 则 玉 为 在 每 点 的 切 空间 到 实 下 线 民 的 线性 映射 ， 
即 向 量 的 线性 形式 . 这 便 是 在 通常 意义 下 的 微分 dF = ( 荡 ) 

在 向 量 场 上 映射 五. 不 能 {整体 地 ) 定义 : 如 果 点 五 和 己 在 映射 下 下 映 到 同 
一 个 点 五 则 从 点 PP 将 发 出 两 个 向 量 :FT(P) 和 末了 PT = (本 . 

如 果 光 淆 旺 映 五 是 相 括 一 的 ,日 映射 -1 光滑 , 网 可 以 定 饼 瑟 , 且 为 切 空间 
之 间 (在 相应 点 上 } 的 同 构 . 称 这 样 的 映射 矿 为 微分 同 甩 . 

习题 22.1. 证 明 对 于 微分 形式 wi,ws 和 光滑 映射 牛 成立 公式 


FY Awa) = Fr) A PF™ (2). 


823， 向 量 场 


1. 微分 同 且 的 单 参 数 群 
设 在 空间 区 域 中 给 出 了 向 量 场 , 它 在 坐标 (21,……… ,x") 下 分 量 为 fi = fi(g1,...， 
zn). 每 个 这 样 的 向 量 场 都 相伴 了 -个 自治 微分 方程 组 
(DD = iri) ,rt)), 一 1 ,Nn. 
i Ar (1) 
dat 
称 它 的 解 zi = zilt) 为 向 量 场 i 的 各 分 册 线 , 以 


Pile, 28) = 2 = vilt, wb, ,0) {2) 


表示 向 量 场 & 的 以 
Flt0 一 2 (3) 
为 初始 条 件 的 积分 曲线 .( 由 常 微分 方程 的 理论 知 , 如 果 遂 数 8ifzl ,… ,zn) 光滑 , 则 
存在 满足 (3) 的 上 哗 一 的 解 (2).) 
公式 (2 给 出 了 我 们 的 区 域 到 自己 的 映射 


i: {ml ;ED) {wt (tz, ,TO), Ed ， )), (4) 
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它 依赖 十 参数 + ( 沿 积 分 曲线 随时 间 + 移动 ) 由 常 微 分 方 称 坦 论 知道 , 映射 所 在 已 
知 点 (x 可 … ,28) 的 邻 域 中 , 对 小 的 t 有 定义 , 并 且 局 部 为 微分 同 凸 . 另外 , 囊 为 恒 问 
映射 , 而 微分 间 环 品 构成 了 局 部 群 : 


. Frs— Pio,, := (Fr) 1 (5) 


“局 部 群 " 这 个 词 表 示 , 如 果 这 些 等 式 葬 着 对 相应 的 参数 值 4 上, s,t+ s 有 定义 , 则 这 些 
等 式 成 立 , 我 们 得 到 了 局 部 单 参数 的 微分 同 及 群 , 它 与 场 各 相关 联 . 
当 上 小 时 , 映射 如 的 显 式 表 达 为 


w(t, wb, | ,TO) 一 2 十 tt (00, ,x0) 十 ool), {6) 


人 这 个 精确 度 下 , 映射 & 的 雅 可 比 短 阵 具 形 式 


Drilt) DOE! 
一 tt 
Oa 3 | 


-了 十 olt). (7) 
ED 
它 的 道 映射 的 蓝 可 比 抵 阵 有 形式 

Ozb 二 Oe 


Ds 一 伟 一 ty 1 ol) (8) 


反之 , 旭 虽 我 们 有 了 微分 同年 所 = (到 ,有 的 单 参数 局 部 群 , 于 足 照 此 唯 
:地 恢复 了 … 个 向 量 场 


， 但 
“二 一 了 一 
和 二 起 :7 {9) 
称 这 个 向 最 场 为 速度 场 . 
例 23.1， 考虑 有 坐标 (z, 切 的 平面 中 的 单 参数 符 , 它 是 由 绕 坐 标 原点 旋转 角 + 
组 成 . 于 是 喘 射 只 有 形式 
=H0c0s t— yosint y= erosin 二 es t. (10) | 
我 们 有 
UT 加 vy 
at ,0 = 一 20， at so 一 了 0. 


因此 , 在 笛 卡 儿 符 标 z,y 下 速度 场 ti,1 = 1.3 为 


S70) = (—b, +). (11) 
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这 个 场 的 积分 曲线 为 网 z2 二 gy? = 常数 (图 30)， 


2. 向 量 场 的 指数 映射 
对 应 于 问 量 声 5(z) 的 微分 同 胚 Ftx) 的 单 参数 群 作用 
于 光滑 函数 f= 了 (zw), 其 贰 则 为 


(Fef (2) = FFF)). (12) 


例如 , 我 们 考虑 在 直线 上 的 单 参数 位 物 群 五 (x) 二 十 
它 的 向 量 场 & 为 常 值 向 量 . 变换 {12) 便 为 


(f(D) = fz 二 + 可， (13) 


对 汀 解析 函数 ftz) ( 即 在 任意 点 x 的 邻 城 中 展开 为 收 合 的 
特级 数 ), 对 小 的 表达 式 (13) 可 以 用 泰勒 级 数 表示 


(Pm) = Fat) = fe) + + Se) + 


oo nh a 
(3 全 f(r) = exp (本 (2 . {14) 


推广 这 个 计算 结果 , 我 们 有 
定 允 23.1. 称 算 子 


ep = 1410 + (Oe) . = Dy (15) 


为 辐 量 场 & 的 指数 算 子 ,其 中 Ge 按 场 & 的 方向 的 导数 (公式 (17.16)). 这 个 算 子 
在 两 数 f(z) 上 的 作用 出 等 式 


expfttasjfz) = f(r) + the fr) 十 + (ky fir}+ (16) 


定义 . 这 个 表达 式 对 那些 使 右 端 的 级 数 收 化 的 消 数 f(x) 和 t 有 定义 . 
命题 23.1.。 对 解析 向 量 场 5(z) ( 即 所 有 的 函数 &i(z1,… ,za)j 是 解析 的 ) 和 和 解 
本 函数 了 (x), 向量 场 (x) 的 指数 算 子 对 于 侈 分 小 的 t 重合 于 算 子 (12): 


— 


expltOc f(z) = FE (17) 


证 明 考 讶 这 样 的 点 x = (z1,……, x, 使 场 tfzx) 不 化 为 淮 . 根据 方程 组 (1) 解 
的 存在 和 叭 -~ -性 定理 , 在 此 点 的 某 个 邻 域 内 可 以 作 上 坐标 变换 1 


汪 = Ty 1"), 一] ,hn, {18) 
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使 得 在 新 仅 标 下 方程 组 人 1) 可 以 写 为 
中 一 二， #2 =0,..., 32 一 站 (19) 


{参看 [30])， 对 于 具 解 析 石 端的 方程 组 , 变换 (18) 可 以 选 成 是 解析 的 . 形 如 fly) = 
fzl)) 的 画 数 , 当 flz) 为 解析 时 也 是 解析 的 . 在 新 坐标 下 , 等 式 (17) 有 形式 


PD (‘87) FW) 一 Fy | 了 “ 2) 
这 可 直接 由 (14) 得 到 , 命题 证 完 ， D 
习题 23.1. 计算 算 子 exp [ez 十 5 总 | ， 


3. 李 导 数 . 例子 

设 = (#1) 为 风量 场 ,下 为 对 应 的 微分 同上 且 的 单 参数 群 ， TI 7 为 (p,9) 型 张 
最 . 由 于 映射 的 相 末 … 一 性 ,F 定义 了 张 量 由 举 标 zi(t) 到 坟 5 的 变换 规律 . 对 于 张 量 
TE 从 点 (的 ,… ,7 有 0) 转移 到 点 (x3,… ,23), 我 们 得 到 了 表达 式 


3.. “jo 
I 2" 1 Hr Or Orir 
En 人 0 
定义 23.2， 张 基 TP 沿 向 量 声 < 的 地 导数 是 指 表达 式 
21- i dd Lr “ip 
了 5， ‘Te 一 这 FT)y.. 区 次 ' (21) 


t=0 


于 是 ， 李 导 数 度量 了 张 量 TH? 变化 的 速度 人 @, 这 种 变化 是 映射 二 给 出 的 空间 
形变 引起 的 ， 因 为 了 对 每 个 值 是 {p,9) 型 的 张 量 , 从 而 LT 耻 蚌 (mo 型 的 
张 量 . 


我 们 想 要 得 到 李 导 数 的 显 式 公式 . 为 此 , 利用 公式 (8) 和 (9} 重 写 (20) 到 o(#) 
的 精度 . 我 们 有 


(FT a "ip 


Te 
| k OER 四 6 61 5 BE 
一 了 Ea 而 1 t 要 | t - 1 Pp _ 
ms ( (ek ) ( el Dz a We 8 Orir 
1 1 6 i in 站 人 
Ts + | bia Ta Prdl + 六 jo Dai 
le th a ili 1l BE 
一 7 1 i Be oft) {22) 
仿 在 连续 介质 力学 的 理论 吊 , 称 表达 式 A7Vqr = 8TY87 车 LT 了 为 荆 灌 速度 场 # 的 “全 导数 ", 这 


里 的 工 = 了 (r;,e) 为 任意 向 量 场 . 
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对 (22) 作 关 于 + 的 微分 并 令 + ==0, 得 到 


PE ee a Ti wip OE tl DEK 
Le 一 和 一 总 = + 荆 Ria ja Bir 人 十 了 hk ri 
人 i tp DE 
了 Drt 本 了 如 了 ' (23) 
例 23.2. 等 阶 张 量 即 标量 . 我 们 有 
全 
Lef = EH = rf. (24) 


我 们 得 到 函数 站 对 方向 E 的 方向 导数 ( 即 函 数 沿 向 量 场 的 导数 )、 如果 Lef = 0, 则 
两 数 f 沿 向 量 场 £ 的 积分 曲线 为 常 值 . 这 样 的 渗 数 被 称 为 场 上 的 积分 或 者 称 为 对 
应 的 方程 组 新 = 各 (zl za 的 积分 , 例如 在 第 1 小 节 中 考虑 过 的 例子 里 , 本 数 
Fiz, 人 一 22 二 22 便 是 积分 . 
如 果 7 为 向 量 场 的 积分 则 这 个 场 的 积分 曲线 完全 位 于 水 平面 f(x! 
zi 三 常数 中 ; 显然 , 这 个 场 上 场 于 这 些 昌 面 . 这 允许 把 原来 的 方程 组 $i = ti(x 
xz) 的 阶 从 ”减少 到 wn 一 1, 这 是 由 将 它 限 制 ( 即 限制 向 量 场 5i(z1,… ,x")) 在 超 曲 
面 fw,-… 27) = 常数 上 . 我 们 知道 , 这 个 超 遇 面 的 维 数 等 于 nn 一 1. 就 是 :说 , 向 量 
场 E 的 限制 这 个 简单 的 几何 过 程 对 应 了 在 微分 方程 理论 中 所 熟知 的 命题 , 即 给 出 了 
方程 组 的 首次 积分 则 可 降低 其 阶 数 1. 
例 23.3， (1:0) 型 张 量 , 即 向 量 . 设 9 = (7) 为 向 量 场 . 因此 由 公式 (23) 我 们 
得 到 


a Or 
了 
Le = 全 入 古林 - 


(25) 
由 此 得 到 
Len = —Lnt. (26) 
我 们 要 解释 向 量 场 Ler 是 如 和 何 作 用 于 两 数 的 . 我 们 有 重要 的 定理 . 
定理 23.1. Orenf 一 Gel Onf) BO) = [Be, On]f. 所 以 ， 算 子 Oe 和 0 的 换 
位 子 仍 是 一 阶 微分 算 子 , 即 向 量 声 Len = 一 Lnt. 


[Be, af 0 oto = 8 oe) C 多 


Dr 
Le 
ee a = Orenf; 
这 里 ep- i 0 是 因为 -2 -ZJ 证 洁 口 


imy 站 03 ”7 DoztD30 PojdDor 
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定 尽 23.3. 称 向 量 场 |, = Len 为 向 三 场 上 和 9 的 搞 储 子 ， 
我 们 注意 有 莱 布 尼 芯 公式 的 完全 类 上 比 的 公式 
Llfm = fer t+ moef). 
利 内 公式 (25), 由 直接 计算 便 得 出 它 的 证 明 . 
申 此 公式 立即 推导 出 下 面 的 定理 . 
定理 23.2， 设 在 R&R” 中 给 出 了 一 织 光 滑 各 量 场 和 :各 为 了 存在 一 个 化 标 
系 让 ,… ,y", 使 得 向 量 各 急于 坐 怀 轴 (7),37 = 1,… ,必须 满 是 下 面条 人 忻 


[Ey 人] = FE + Fé, (27) 
其 中 f 介 为 点 的 标量 函数 . 
证 明 各 半生 本 志 名 为 华 标 系 的 基 毕 标 向 量 e;， 于 是 , 因为 = pe 
DD 
BB -i B77 奢 必 多] 一 0. 如 果 & = je 63 为 基 举 标 向 量 , 而 (9) 为 点 
的 光滑 函数 , 于 是 
(84] = [Pen frex] = et ox fh pe 


令 /和 =- 李 站:,f 风 = 天 8 帮 , 合 得 到 所 要 求 的 关系 
2 


例 23,4. {0,1) 和 x 即 余 向 最 ,要 根据 公式 (23) 有 


0 
二 (as) 


对 于 函数 的 微分 万 = 5, 我们 得 到 
:FF Of Oct 


(eT) = € Bnd + Bor Ber (29) 
结论 ” 取 李 导数 Ls 和 取 微分 可 交换 
PE = dLef). {30) 
例 23.5。 (0,2) 型 张 量 g;;, 即 双 线 性 形式 . 我 们 有 
Legis 一 3 gps 1 in Wiy. {31) 


称 张 基 wi; 为 (小 ) 形变 张 量 . 它 描述 了 空间 的 度量 gj 在 小 形变 玉 下 的 变化 ， 
其 中 的 如 由 向 量 场 上 定义. 特别， 如 果 度 量 是 欧 氏 的 ,gi; = 好 , 则 张 量 wy 有 形式 
{mL $17) 


J 
YY Bri ore 


(32) 
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例 23.6， 订 算 体积 元 V9js. [或 Vglazt 信 … 人 dz*) 的 李 导 数 . 根据 公式 
(23)， 


go a ~ Bes 
glans = a -in VY 9| er 十 二 1 rin (33) 


ee. 训 ( 风 习 题 18.5). 歧 作 (33) 的 


公式 [33) 的 右 端 括 好 里 而 的 衣 达 式 等 于 2 
石 端 等 于 
OE’ 


On lal 
Levalen.. An = VO .i (su BE + Br 
| xl im Ogim _ Oe 
ale ( a9 Or 十 


Hr 


然而 右 端 括号 中 为 形变 张 量 的 迹 Trtwsw) = gus, 这 里 的 ww 出 公式 (31) 定义 . 
于 是 最 后 得 到 了 体积 沁 的 李 导 数 的 表达 式 


Lel lglsia..in} = 3 Vigles as,, (34) 
其 中 右 端 为 形 空 量 in 的 迹 . 在 欧 氏 情形 dij 一 Os 时 ， 形变 张 旺 的 迹 为 
1 EOL OE: 


29 Tir 一 Bei 


习题 
23.2.。 证 明 李 导数 移 药 布 尼 效 公式 
Le(T RR) = (LT) RT (LR), 


其 中 TT, 及 为 任意 两 个 张 量 . 
23.3， 设 ui,wa 为 两 个 微分 形式 . 证 曲 


Ed Au2) = (Lew)} Awa wi A {Lewa). 


23.4. 设 下 为 区 域 5 到 区 域 Y 内 的 微分 同 胚 ,Xi1, 外。 为 U0 上 向 量 场 ,F = 
Ri 为 VW 上 土 的 相对 应 的 向 量 场 . 证 明 [Xi, Xo] = [1, 了 ]. 

23.5， 设 据 , Gs 为 微分 同 胚 的 单 参 数 群 ,X,Y 为 其 相应 的 向 其 场 . 证 明 微分 同 
证 和 Gs 于 任意 的 t 和 s 可 交换 当量 仪 当 让 和 YY 的 换 位 子 等 于 零 . 

23.6， 设 五 ,Xn 是 在 nn 维 区 域 中 线性 无 关 的 向 量 场 , 其 中 [Xi, XX] =0. 证 
明 , 在 在 (局 部 的 ) 音标 系 {z1,…. ,zx") 使 向 量 场 X; 切 于 第 ;个 坐标 轴 :ax (zz = 人 5 


- 164 ， 第 三 童 张 量 . 代数 理论 


524， 李 代数 


1. 幸 代数 和 向 量 场 
定义 24.1， 在 向 量 空间 下 中 给 出 了 一 个 反 称 的 双 线 性 算 子 |,], 如 果 它 满足 雅 
可 比 恒 等 式 
lg, mo] + 区 ,+e, {E,] = 0, (1) 
则 称 凑 为 李 代 数 . 
注 对 任意 《 E Y 我 们 引进 算 子 ad &, 这 是 个 线性 映射 ad :7 一 VV; 令 
ad Er) = 区 .可 - 雅 可 比 恒等式 表明 映射 ad 5 就 像 在 代数 中 所 说 的 那样 , 是 李 代数 六 
的 “ 导 子 *{ 即 满足 葬 布 尼 芯 公式 ) 


ad é([7,¢]) = lad Se] + ty, a £00)]. {2) 


例 
24.1， 三 维 欧 氏 空间 在 疝 量 积 的 运 答 下 是 个 李 代 数 . 
24.2， 设 Y 为 某 个 线性 算 子 的 代数 , 那么 V 可 以 转化 为 李 代数 . 只 要 令 


[4,Bl=AB- BA. (3) 
可 以 证 明 对 这 样 的 括号 雅 可 比 悟 等 式 成立 . 我 们 有 
DG = 4[B,C |B, OA= ABC— ACB _ BCA 4 CBA., 


[CA BB] = CAB--. CBA- ABC | BAG, (4) 
[BIG, A = BCA- BAC -CAB ACB. 
把 这 些 宪 达 式 相册 等 于 零 . 


注 在 李 代 数 中 算 子 [|] 常 被 称 做 挠 位子. 
推论 1 所 有 m 阶 垂 隆 的 空间 NM(n,RR) 关于 换 位 子 
[A,BI = 4B- BA (5) 
是 -个 李 代 数 . 
推论 2 在 空间 RR" 的 区 域 中 的 向 量 场 甘于 换 位 子 
OE: 
7 D3 


,7 
[S00 = 3 
构成 一 个 李 民 数 . 
推论 2 由 定理 23,1 蕉 出 . 向 量 场 的 李 代 数 被 理解 为 是 无 穷 维 的 . 
设 在 空间 区 域 中 给 出 了 某 个 曲面 及 切 于 这 个 曲面 的 向 量 场 上 , 六 于 是 成 立 
定理 24.1， 如 果 两 个 向 量 场 &,w 切 于 某 个 站 滑 的 曲面 , 则 它们 的 换 位 子 也 切 
于 这 个 曲面 . 
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证 明 因为 任意 曲面 可 以 (局 部 地 ) 表示 为 超 曲 面 的 交集 ,故而 只 此 对 超 遇 面 
fx,…… ,2?) 二 0 证 明定 理 就 足够 三 . 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 此 曲面 由 方程 


0 (7?) 


给 出 . 场 8&1 切 于 此 遇 逝 表明 
Bef|le=0 = Bf = 0. 
对 丁 形 如 (7) 的 山 面 , 这 个 机 切 的 条 件 为 
Ean=0 = 0, Wler=0 = 0. 


于 是 对 于 换 位 了 车 ,9 我 们 有 


ke 


RD (8) 
然而 如 果 mm 二 0, 则 当 龙 关 nn 时 有 S = 5 一 0. 故而 区 由 "lxso = 0. 定理 得 


证 . 
推论 ” 切 于 其 个 光 清 归 面 的 向 量 场 均 成 了 所 有 向 量 场 的 李 代 数 的 子 代 数 . 


2. 基本 的 矩阵 李 代 数 

前 面 考察 过 的 每 个 线性 变换 群 都 关联 了 给 阵 李 代 数 . 群 的 单位 元 处 的 切 空 间 就 
是 这 个 全 代数 的 空间 ; 换 位 子 即 通常 年 阵 的 换 位 地 

我 们 来 询 出 最 重要 的 短 阵 群 和 它们 在 单位 元 的 切 空间 .在 单位 元 的 切 罕 间 将 用 
与 炎 的 记号 相同 的 记号 表示 , 但 用 小 写 的 字母 . 

1) 特 吻 线性 群 5L(n, 及) (或 5L(n, CQ)) 为 行列 式 为 1 的 阶 实 ( 复 ) 矩阵 群 . 在 
单位 的 切 空间 si(n, 及 ) (或 sifn CD)) 为 其 迹 等 于 芍 的 矩阵 空间 . 

2} 旋转 群 SOfn, 民 ) {或 SOtn, 上 0)) 为 行列 式 为 1 的 实 (或 复 ) 的 正 变 抑 阵 的 群 : 


ATA=1, det A=1, AESO(n,R) {SO, CY). (9) 
那么 so(n, 妥 ), so{n, 忆 ) 为 反 称 和 矩阵 的 代数 ( 实 或 复 的 ) 
XI =x, XE son,R) (so(n, tO)). (10) 


3) 伪 正 交 税 SO(p,q). 设 G = (giy) 为 空间 RR? jp 十 9g 二 中 的 伪 榴 氏 度 量 . 群 
SOfp,9) 为 行列 式 为 1 的 实 和 矩阵 4 的 群 , 它 保持 形式 @ = {9i;) 不 变 


ATGA=G, det A=1, 4E3SO(p 的 . (11) 
这 时 sofp, 9) 是 那样 一 些 矩 阵 = (zt 构成 的 代数 , 它们 满足 


GX+XIG=0, Xe€ so(p,qg), (12) 
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或 者 四 
7 十 TI jk = 0. (13) 


最 后 而 这 个 等 式 意味 着 矩阵 GX ~ (wir)】 
tak 二 gj (14) 
汶 反 六 称 的 . 这 些 等 式 建立 了 空间 so(p, gq) 与 所 有 反 称 矩阵 (tm 一 pa 阶 ) 的 空间 之 
癌 的 阿 构 . 
4 西 群 V(m), 即 w 阶 西 矩阵 的 群 


44=1，4EPfny， (15) 
代数 wln) 由 反 埃 尔 米 特征 阵 组 成 
XT X, XEun). (16) 


5) 特殊 匠 群 SU{n), 即行 列 式 为 1 的 酉 矩阵 群 . 代数 sufn) 由 迹 为 0 的 反 埃 尔 
米 特 矩 陡 组 成 


To=—X, TrX=0, XEsu(n), (17) 
6) 伪 西 群 U(p, 和 ), 即 复 n 维 空 间 中 线性 变换 , 其 中 n = p 十 gq, 且 它 保持 内 舱 
十, 7) 一 Diy 一 > TF ~ gp: (18) 
| z= 1 


和 人 


如 此 G = (giy) 为 公式 (18) 中 的 竹 阵 , 于 是 对 群 fp, ge) 中 的 侍 阵 4 有 
AMGA=G, Aet(p,gq). (19) 
从 而 奔 间 w(p,9) 由 那些 矩阵 X = (i) 组 成 , 它们 满足 
GX+TG = 0. {20) 
空间 xp 人 ) 同 构 地 与 反 埃 尔 米 特 矩阵 的 空间 相 联 系 : 敌阵 (xz) < wlp,gq) 对 应 于 反 埃 
水 米 特 答 阵 (x8) 


tik 二 ij TY, pz 一 Cuik-: (21) 


7) 群 SU (tp,g) 是 样 U (p,q) 的 于 群 , 它 由 行列 式 为 1 的 那些 矩阵 组 成 :su(p,g) 中 
的 矩阵 具有 有 零 迹 


Xi 二 好 pik 二 0, (22) 
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定理 24,2. 空间 s(n, RR), sil(n, ©C), sofm R), sofm C), so(p, 9), un), su ln), wu{p, 
9), sutp, 9g) 在 矩阵 的 换 位 子 下 是 李 代 数 . 

证 明 需要 验证 上 面 所 列 记 的 空间 牛 每 一 个 都 在 换 位 子 下 封闭 . 我 们 证 明 

aj 如果 革 =0,TrY 了 =0, 则 Tr[X, 了 =0: 

b) 如 果 和,Y 满足 条 件 (12), 则 [X,Y] 也 满足 这 个 条 件 ; 

c) 如 上 迪 天 ,Y 满足 条 件 (20), 从 而 [ 辽 , 关 也 满足 ， 

我 们 有 下 [已 了 ] = 下 (人 YY) 一 Tr(YX) = 0 (对 任意 ,站 ). 论断 a) 得 证 . 

设 短 阵 苇 ,Y 满足 条 件 (12), 即 


XG=—GX, YIG=-GY. 


于 是 
[X,Y G=Y"X"G— XYTG = OYX — GXY = -GIX,Y]. 


故 论 断 pb) 得 证 . 
类 似 且 证 明 论 断 c). 定理 证 第 . 
定义 24.2， 设 G 为 1) 一 7) 的 变 搞 群 中 的 一 个 . 在 群 G 的 单位 元 处 的 切 空间 
及 在 其 上 贼 巴 了 证 阵 的 换 位 子 运算 , 则 称 其 为 群 G 的 李 代 数 . 
例 24.3. 三 维 空间 旋转 群 的 李 代 数 seaf3, 及) 中 三 阶 反 称 和 矩阵 组 成 ， 在 这 个 算 
阵 空 间 中 引进 一 组 基 用 1， 2 3， 它们 是 


于 是 我 们 有 
[Xi, X22] = Xa, [Xa, Ns] = X11, [Xs, Ni] = Ko. (24) 
结论 群 5O(3, RR) 的 全 代数 同 构 十 三 维 欧 氏 空间 中 的 向 量 在 向 量 积 下 的 李 代 
数 ， 
例 24.4. 考虑 李 代数 softp, gq). 设 伪 欧 几 里 得 度量 的 形式 为 


Hii 一 人 Ei = 一 土 1. (25) 


代数 solp, 9) 作为 反 称 矩阵 而 实现 (参看 公式 (14)), 另外 换 位 于 有 形式 


u,v]i; = DER (WRUES 一 Vik Uk), 
» (26) 


uo= (uy), v= (vy), Wi = Ui: Vi = ty. 
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例 24.5 过 代数 su(2). 在 迹 为 0 的 反 称 2x2 矩阵 的 空间 中 , 选取 其 si sz, sa， 


2 0 0 1 D 于 
人 


fsa ;52| 一 254, [82, 83] = 281, [ss, 81| = Sa (28) 
由 引 埋 14.6 知 , 这 个 举人 代数 同 构 于 纯 虎 四 元 数 ( 即 二 = 一 x) 的 李 代 数 , 其 中 的 换 位 
于 为 lz, 唐 == zy 一 yz, 在 此 同 构 下 为 


iersl, jersa, ke 89. (29) 
定理 24.3. 邦 作 李 代 数 间 的 同 构 
su(2) 2 s0(3, RY). (30) 
证 明 对 应 于 年 阵 系 E su(2) 我 们 给 出 一 维 空间 su(2) 的 线性 变换 ad XX : 
Zad XK(2) = [X,2Z], XX,Z € su(2). (31) 
这 时 由 雅 可 比 恒等式 有 
|ad X,ad Y] = ad[X, YT]. (32) 


这 表明 , 映射 (31) 为 李 代 数 su(2) 到 空间 su(2) 的 线性 算 子 的 李 代 数 之 间 的 同 态 . 空 
间 swt2) 是 欧 儿 里 得 的 ; 向 量 = bsi 十 cs 二 dss 喇 隐 十 0c7 十 dk 的 长 度 等 于 


|2= 六 二 二 二 det Z. (33) 


此 换 
Zr AZATI, AEe SU(2) (31) 
为 正 变 , 其 意义 是 在 内 积 (33) 下 的 (参看 和 14) 
det(AZA-1) = det 2. 
引 理 24.1， 变换 ad X,X E su(2), 在 度量 (33) 下 为 反 称 . 
证 明 设 群 S02) 中 变换 族 4 = A(t), 使 得 


dA{t) 
drt 


,= A0) =1. ， (35) 
然后 将 此 淡 换 族 
ZADZAT!, 2€su(?) 
对 上 求 导 , 雪上 -0 有 
ZEZ— ZK- ad XZ). 
国 此 , 这 个 变换 是 反 称 的 { 参 看 钙 .3). 引 埋 得 证 . 0 
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+: 9: 


国 为 我 们 有 问 态 
Suf2) + 50(3, 丑 )， 天 yad X. 


(36) 


它 的 核 等 于 索 (如 时 ad (2) = 0 对 所 有 2Z 成 立 , 则 XX = 0), 但 空间 sul2) 和 


s0(3, 展 ) 的 维 数 相等 (等 于 3). 定理 得 证 . 
注 在 基 31，S2) 35 {27) 下 变 摘 Ad #1 ,31 | 3 的 委 阵 疙 


Hd 51 = 2X1, ad s2 = 2X2, ad sa3 = 2N,, 


其 中 其 下 |, Ka As 在 空间 sof3, 到 ) 由 公式 (23) 给 出 . 
例 24.6. 李 代 数 sif2, 开 ). 在 此 代数 中 引进 宽 阵 基 巧 , 芒 ,32 为 


( 0 ,) G 1) ( ,) 
Yo = ;， 二 Ya 一 . 
-1 0 0 -1 ] 0 


这 些 筷 阵 的 换 伍 子 为 
[Yo,Y1] = -2Y2, [Yo,¥2)] = 2 下 [Yi1, Y] = 2 
定理 24,4， 存在 李 代 数 的 同 构 


Sli(2, R) ~ a0(1, 2). 


DD 


(37) 


{38) 


(39) 


证 明 像 在 定理 24.3 那样 ,si(2, 尺 ) 中 每 个 年 阵 了 对 应 于 二 维 空间 si(2, 民 ) 的 线 


性 变换 ad Y. 空间 sl(2, 及 ) 到 自身 的 变换 
Yo AYA-! 


保持 二 次 型 
IYl = det Y 


(40) 


\41) 


不 变 . 因此 (参看 引 理 1) 变换 ad Y 在 度 节 (41) 的 意义 下 为 反 称 . 但 是 这 个 伪 欧 氏 


度量 为 (1,2) 型 


det Y = det(yo¥h 十 9 十 2) 


1 + 本 ， 
=det[ 2 = 用 -好 
二 一 


于 是 我 们 把 ad 工 实现 为 so(1,3) 中 元 . 定理 证 完 . 


(12) 
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3. 线性 向 重 场 
设 下 二 (2 为 nn 阶 实 (或 复 ) 矩阵 . 我 们 站 空间 有 R* {或 C") 中 构造 一 个 向 量 
场 Tx : 令 在 点 工 & 及?*( 或 we C*) 的 值 等 于 


Tx(7) = XY, (43) 
或 者 在 坐 慰 下 为 
了 人 (人 = 一 大 2 (44) 
定义 24.3， 称 (43) 型 的 向 醒 声 为 线性 向 量 场 . 
我 们 来 求 线性 向 量 场 (43) 的 积分 曲线 . 由 定 闵 , 我 们 有 带 系 数 的 线性 微分 方程 
组 {向 量 形 式 } 


| 一 一 x. {45) 
定理 24.5. 向 景 场 (43) 的 积分 曲线 xf 人 在 满足 初始 条 件 zf0) = xo 时 为 
Tt) = exp{ FX Yeo. {46) 


证 明 我 们 要 验证 曲线 (461) 满足 微分 方程 {45), 想到 (参看 914.2) 定 阵 的 指数 


算 子 的 定义 是 和 
{XX EX2 


exp(—tX)=1— Tr 十 1 {47) 
了 是 将 此 级 数 对 t 微分 便 得 到 
a = XxX+ 人 :一 下 
Pl iX) = FT exBf 一 此 到 )， (48} 
故 
EE (exp(tX)z0) 一 -区 tX)zo 一 -天 
= (p(tX)z0) = —X exp(~tX)ro = Xa, 


即 满足 关系 ( 咎 )， 于 是 由 微分 方程 解 的 唯 - -性 使 得 到 了 我 们 的 定理 . 门 
牛 此 年 至 知道 , 由 线 件 杨 Tx 生成 的 微分 同 胚 单 参 数 东 是 笑 以 算 和 expt{- 4). 
例 24.7， 算 阵 和 ,Xz, Xa 构成 了 李 代 数 so0(3) 的 基 (23), 它们 生成 了 三 维 欧 氏 

全 同 的 一 个 线性 册 量 场 我 们 以 5,, Ly 上: 表示 它们 . 这 些 向 遇 场 在 华 标 为 (Ty, 2) 


La = {0,+2, 8H), Ly={(-z,0,+2), Ls = (+y, -2,0). (49} 


这 些 向 量 场 对 应 了 大 个 单 参 数 玫 : 分 别 为 空间 有 R3 的 绕 x,y,z 轴 的 旋转 ， 
役 和 和 了 为 两 个 = 阶 所 阵 . 我 们 来 计算 两 个 线性 场 Tx 和 号: 的 换 位 子 . 
定理 24.6， 疝 量 场 Tx 而 | Ty 的 换 位 子 为 


(Tx, Ty] = Tx (50) 


共 中 [X,Y] = 瑟 了 -YX 为 扫 阵 X,Y 的 换 位 子 . 
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证 明 利用 在 坐标 表示 下 向 量 场 的 换 位 了 的 公式 (8), 我 们 有 


本 , Dlr rn) ， 站 ( Zz) 
Tu 一 Rt 11 Yk wr 
xB Xi ar i Be 


= KF Yr RE = [KX, Ye), 


然而 最 后 一 个 表达 式 为 线性 向 量 场 Tx x] 的 第 ; 个 分 量 , 定理 证 完 . 

推论 线性 向 量 场 在 通常 的 换 位子 下 组 成 了 有 限 维 李 代数 , 它 同 构 于 所 有 n 阶 
和 矩阵 的 李 代数 

设 G 为 我 们 在 第 2 小 节 中 考 上 处 过 的 % 维 空间 { 实 和 复 )] 的 变换 群 中 的 -个 ,9 为 
它 的 李 代 数 , 形 如 Tx (其 中 XX 为 g 中 算 降 ) 的 线性 向 量 场 梅 成 了 一 个 李 代 数 , 它 同 
构 于 这 个 群 的 李 群 . 对 应 的 微分 同 肘 的 单 参 数 李 群 由 乘 以 群 C 的 单 参数 了 群 的 元 素 
得 到 . 

注 对 应 于 线性 向 量 场 Tx, XX & g, 我 们 有 微分 算 子 加 ,, 它 定义 在 有 R" 的 光滑 
函数 上 ; 我 们 称 其 为 群 G 的 作用 生成 元 . 知道 了 这 些 牛 成 元 , 就 可 以 重新 建立 群 G 
在 函数 上 的 作用 : 取向 量 场 E =: Tx 的 指数 算 了 ( 见 $23) 


f (Ft) = exp(-tX)z) = exp(~t0)f (2). (51) 
例 324.8. 三 维 空间 的 旋转 群 50(3) 的 生成 元 为 微分 算 子 
如 站 站 a 人 
Te Yaz Ly = 了 l= yg ?Ey (52) 


根据 定理 24.6 这 些微 分 算 子 的 换 位 了 有 下 和 面 公式 : 
[E;, Ly] = LL;, [Ly, L:| i [Uz Lz] 一 Ly. (53) 


4. 变换 群 上 的 左 不 变 向 是 场 
设 芒 为 一 个 固定 的 ” 阶 垂 阵 ( 按 定 义 为 实 矩阵 ). 它 对 应 于 矩阵 空间 RR" 的 线 


A AX. 54) 


我 们 以 Lx 表示 在 mr 阶 和 矩阵 的 空间 R*” 中 的 线性 向 量 场 ， 向 量 场 Lx 在 点 4A( 即 
?2 Xx 了 2 矩阵; 上 的 取 值 等 于 


Txtad = AX. (55) 


同 量 场 Lx 的 积分 曲线 可 按 定理 24.5 求 出 , 按 定义 我 们 有 微分 方程 组 (是 一 个 
矩阵 方程) 


A= Lx(A) = AX. (56) 
这 个 方程 组 在 初始 条 件 A|,_o = A6 下 的 解 为 


”A= AoexpltxX). {57) 
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因此 , 由 向 基 场 Lx 生成 的 微分 同 且 的 单 人 参数 群 等 于 以 惩 阵 exp(iX) 作 右 乘积 
【Bexp tX 作 右 位 移 ). 
按 定 理 24.6, 形 如 Lx 的 向 量 场 的 换 位 子 的 表达 式 为 


[Lx; Ly] = Lix,r]: (58) 


向 量 场 Lx 共有 重要 的 性 质 : 左 不 变性 (关于 左 位 移 的 不 变性 ): 
BLx(A) = Lx(BA). (59) 


设 G 为 在 第 2 小 节 中 所 考虑 过 的 变换 群 之 一 , 它 可 作为 所 有 n 阶 和 矩阵 的 空间 
R*” 中 的 一 个 光滑 曲面 设 g 为 群 @G 在 单位 元 的 切 空间 ， 我 们 已 知 (§14.2), 如 果 
臣 & 8g 则 扮 阵 exp(4X) 对 任意 的 + 都 在 G 中 (G 中 的 单 人 参数 了 和 群 }. 

引 理 24.2. 如 洒 XX e 9, 则 问 攻 场 Lx 切 于 曲面 G, 即 给 出 了 群 G 上 的 向 而 

场 . 

证 明 在 点 4sG 处 向 量 Lx(A) 为 射线 4exp i eG 的 初始 速度 向 基 . 引 理 
得 正 . 口 

我 们 把 向 量 场 x 在 曲面 G 上 的 限制 仍然 记 作 Lx, 这 里 的 xX 为 群 6 的 李 代 
数 g 中 的 矩阵 . 注意 , 向 量 场 Lx 在 群 的 单位 元 的 值 等 于 苇 ; 场 Lx 在 G 上 具有 对 
于 左 位 移 G 中 元 素 不 变 的 性 质 ， 

定义 24.4， 称 群 G 上 形 如 工 x 的 向 量 场 为 群 GG 上 的 左 不 变 向 量 场 ,其 中 和 cg 

为 这 个 群 的 李 代 数 中 元 . 

由 定 埋 24.1 和 公式 {58) 立即 得 到 

定理 24.7.， 群 G 上 的 左 不 变 向 量 场 构成 了 本 代数 , 它 间 构 十 群 G 的 本 代数 g. 

下 面 的 引 理 对 我 们 也 是 有 用 的 : . 

引 理 24.3. 堪 不 变 疝 基 场 在 帮 G 的 每 点 的 值 构 成 了 群 G 在 这 个 点 的 整个 切 


位 间 . 
he G 线性 无 关 , 从 而 组 成 了 切 空间 的 基 . 证 完 
5, 基 灵 度量 


我 们 首先 在 李 代 数 g 上 引进 基 严 度 感 的 概念 . 
定义 24.5. 称 李 代数 g 上 欧 氏 或 伪 欧 氏 内 积 fm 为 基 灵 度量 是 说 , 所 有 拱 如 
ad 了 的 算 子 在 这 个 度量 下 是 反 称 的 : 

{ad X(Y), Zu = —(Y,ad X(2))o. (60) 


我 们 在 第 2 小 节 中 己 看 到 过 村 代数 suf2) 和 sll2,R) 上 的 项 过 度 基 的 例子 ( 公 
式 (33) 和 GD 在 那里 , 这 毕 度 其 被 用 于 证 明定 理 24.3 和 24.4. 我 们 应 注意 , 对 本 
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代数 su{2) 的 基 灵 度 基 (33) 是 欧 几 里 得 的 , 而 对 sf(2, 杰 ) 的 基 赤 度量 则 是 的 欧 几 里 
得 的 [{1,2) 型 ). . 

设 g 为 变换 群 8 的 李 代数 ; 又 设 在 8g 上 给 出 了 基 灾 度量 {,)o. 利用 在 上 一 小池 
中 和 枸 建 的 左 不 室 场 , 可 以 构造 整个 群 上 的 度量 4 


tx 二 (61) 


关 此 , 丙 个 左 不 变 向 量 声 的 内 积 被 认为 恒 等 于 它们 在 群 的 单位 元 所 到 值 的 内 积 . 
由 于 引 理 24.3, 这 个 约定 完全 确定 了 G 上 的 一 个 度量 . 

定 及 24.6.， 几 等 式 (61) 定义 的 度量 被 称 做 群 G 的 基 灵 度量 . 

例 24.9， 设 G5O{n,R)， 我 们 指出 , 这 个 群 的 菇 灵 度 晶 可 以 由 所 有 矩阵 的 
空间 有 R*” 上 的 欧 氏 度量 诱导 . 这 个 欧 氏 度量 为 


《有 二 2_ 53 X={0), Y= (y). (62) 


我 们 注意 到 , 这 个 表达 式 可 以 转换 为 
{X,Y = Tr(XY), (63) 


其 中 Tr 为 矩阵 的 迹 ; Tr 4 = ai, 其 中 4 = (oi). 曲面 5O(n, 有 R) 完全 位 于 半径 为 vi 
的 球面 上 , 这 是 因为 对 mn 阶 正 交 矩阵 4 有 


{A, AY = Tr(AAT} = Tr(1) = n. 


设 天 ,YY € soln 民 ),4 e SO， 我 们 要 证 明 , 在 由 欧 氏 度量 (62) 在 曲面 
SoOfm, 了 及 ) 上 诱导 的 度量 下 成 立 等 式 


‘LatA), Lr(A)) = TeXY™) = (Lx (1), Lr (1)). (64) 
由 诱导 度量 的 定义 ， 
(Lx(A), Lr(A)) = TAX(AY)T) = Tr(AXYTA") 
= Tr(ATAXYT™) = Tr(XYT) 


{我 们 用 了 乘积 因子 的 循环 置 措 不 改变 乘积 的 迹 这 个 事实 以 及 正 交 条 件 4T4 = 1). 
还 句 证 明 ad 总 对 瑟 € sofm, 取 ) 时 在 此 度量 下 为 反 称 . 如 果 ,2 € so(m, 及) 即 
YT oY 2T7= .2Z, NM 


(2 = TY2T) = -Tr(Y2). 


{ad XIYY, 2) = —Tr(XYZ) + Tr(YXZ). 
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‘(Yad X(ZN = —lr(YXZ) + Tr(Y ZX). 


这 两 个 表述 式 仅 仅 差 个 符号 . 故而 我 们 得 到 了 群 SO(m, 了) 的 基 灵 度量 (从 而 在 它 
的 任意 子 群 上 ), 它 是 由 欧 氏 空间 亚 *” 上 的 欧 氏 度 基 诱导 的 . 

如果 如 是 作为 西 群 Un) 的 子 群 实现 的 ， 则 可 以 利用 实 化 运算 ， 给 出 认 人 人 
UD) GC SO(2m 及) 从 而 可 以 表 接 写 出 焙 fo) 的 基 灵 度量 


(XY) = Re Tr(XYT™) = -Re TY(XY), X,Y € uln). 


6. 三 维 李 代数 的 分 类 
设 给 出 了 一 维 李 代数 五 又 设 et ea,es 为 它 的 一 组 基 .L 中 的 交换 规则 给 出 了 
“结构 常数 ” 张 量 嘻 , 它们 四 下 式 定 艾 


[ep ei = Oe: 7 = ,2,3. (65) 
显然 
eh; = 0k. (66) 
出 牙 可 比 全 等 式 ( 见 前 面 ) 得 公关 系 
ce | cic | ey 一 人. {67) 


通过 换 基 , 我 们 要 把 吃 转化 为 最 简单 的 形式 . 为 此 , 我 们 通过 对 称 张 量 (81) 的 分 量 
和 疝 基 (ai) 的 分 量 来 表示 它 : 令 


cc 一 eitb™ 十 OF as 一 Sa,. (G8) 


{这 是 9 个 线性 方程 的 方程 组 , 它 有 9 个 末 知 量 al aa aa; = 三 1 二 1,2,3, 总 有 
解 .) 反 称 条 件 已 经 满足 , 而 赣 林 比 恒等式 (67) 给 出 


Vi 二 他， {69) 


即 向 量 (ai) 或 者 为 零 , 或 考 为 瑟 量 (655] 的 零 特 征 值 所 对 应 的 特征 向 基 , 我 们 化 张 量 
(03) 为 对 角 型 : 3 = 6959， 其 中 8D,603, 63) 为 特征 值 . 因为 (ai) 为 特征 向 量 , 可 
以 设 (gi) = (a.0,.0). 由 {69) 得 到 pa = 0; 即 或 8 为 零 或 a 为 堆 . 交换 规则 (65) 
此 时 化 为 


[ei1; e2] = aea 十 PB)es, [ez,; ea] = bil)e, [es,el] = bl2e, 一 Qe 


还 需要 决定 向 量 et ez:es 的 符号 变化 , 以 及 进行 乘 以 任意 的 正常 数 . 沽 虚 到 了 这 些 
可 能 性 后 , 我 们 得 到 了 下 面 三 维 李 代数 的 表格 ( 比 安 基 分 类 ): 
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类 型 [为 阿 贝尔 李 代 数 ( 半 移 群 的 他 代数 )， 类 型 人 是 5O13) 群 的 他 代数 . 


7. 共 形 群 的 李 代数 

考虑 对 应 十 欧 氏 和 伪 欧 氏 空 间 的 共 形 变换 所 对 应 的 向 量 场 . 像 在 815 中 证 明 的 ， 
维 数 >3 的 共 形 变换 非常 少 (参看 定理 15.2). 它们 对 应 于 空间 Rr 的 运动 ( 伪 旋 转 
及 平移 ), 伸缩 , 对 某 个 中 心 的 反 演 . 我 们 引进 下 面 的 场 , 它们 由 一 阶 微分 算 子 所 描述 : 


1) da = aot” gc” 2 二 1 〔 仿 旋转 )， 
加 3 
P= - 称 )， 
如 
3) 7 二 "3 和 (伸缩 (70) 


. 日 .9 
1) Fa = 29acT 2 一 ed Bere ( 反 演 ). 


对 于 欧 氏 度量 我 们 有 go = 54, 从 而 变换 exp(#1264) 给 出 了 平面 (5, x) 中 的 旋 
转 ; 对 于 和 伪 欧 氏 度 量 Yac 一 Audacs a 二 士 1， 这 时 我 们 得 到 ， 变换 [有 或 者 给 出 
了 旋转 (如 果 3。 = Xi, 或 者 给 出 了 平面 (za,zg 中 的 洛 伦 畜 变 换 {如 上 内 Xe = 一 和 pp) 


变换 (二 =) 是 沿 ze 轴 的 平移 , 而 exp (ew pe 则 是 伸缩 D(z) = tw. 求 变 
换 cxp(iKs) 的 单 参数 祥 相当 复杂 , 这 是 因为 场 天 ,不 是 线性 的 . 稍 后 我 们 要 证 明 所 
有 这 些 变换 在 Rx。 上 是 共 形 的 . 


注 另外 , 靠近 R* 或 球面 Sn 的 恒 同 变换 的 任意 共 形变 换 可 以 表示 为 exp(t4) 
的 形式 , 其 中 


和 4 二 人 A oo Rpt Ka. 


让 二 | a=l 
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FF 而 所 窟 出 的 这 些 呈 大 场 (70) 构成 了 李 代 数 . 不 难 验证 其 交换 关系 为 


[op 人 = Bae Sod — Gpefdad + Gad fdeb 一 名 

[by Pe] = Gaelth — Goela; ldo E 可 一 = gache — yor ta; (71) 
[fi D1 一 [PB — [Ko, Ky — 10; 

[Da Ko] = 2(g06D + fw); [TaD = DR,; [Ko,D| = -Ko 


现 设 度量 gus 为 欧 氏 的 , 即 ms = 666. 考虑 对 应 于 伪 旋 转 群 50(tn 十 1,1) 的 李 代 
数 , 申 相 仆 的 那些 向 盟 场 人 2, pv 二 1, ,nn 十 2 给 出 . 建立 下 面 的 对 应 关系 


Tab + fw H=0=1l Nn, P= 1 ,hn, 
3 fo nt 1 一 人 2 rr 二 2， (72) 
Ra fontl {dnr2, 


Do {1 


可 近 接 验证 下 面 重 归 的 事实 . 

命题 24.1， 对 应 关系 (72) 是 李 代 数 问 的 同 构 ， 

内 此 欧 氏 情形 的 李 代 数 (71) 同 构 于 对 应 伪 旋 转 的 稚 Son + 1.1 的 李 代 数 ( 即 
4 为 李 代 数 (71) 中 无 的 变换 expltd) 为 伪 旋 转 \. 

注 1 虽然 症 n= 2 时 有 许 才 局 部 的 共 形 党 搞 , 但 我 们 挑 出 一 个 球面 52 一 52 
的 分 式 线性 变换 的 子 群 


az 二 op 
z+a 
我 们 曾经 用 过 它 的 一 些 子 群 米 研究 欧 氏 平 面 及 ?2 的 运动 , 罗 巴 切 夫 斯 基 半 面 1 的 及 
款 面 52 的 运动 (气色 , 10,13). 这 个 群 同 构 于 SL(2,C)/ 十 地 (用 813), 而且 经 过 球 极 
投影 到 R2 后 恰好 由 R? 的 旋转 , 平移 , 伸缩 和 反 演 生成 . 

同 构 (72) 给 出 了 所 有 迹 为 零 的 复 2 x 2 簿 降 的 李 代 数 与 党 伦 兹 群 30(3,1) 的 李 
代数 的 间 构 , 后 者 是 作为 形 如 exp{tA) 的 伪 旋 转 群 实现 的 . 称 这 个 同 构 为 复 2x2 抵 
阵 的 洲 纶 效 群 SCO(3,1) 的 “ 半 旋 基 表 示 ”. 也 存在 复 共 辆 下水:. 

注 3 伪 欧 氏 空 间 恨 ?, 的 共 形 变换 群 的 李 代 数 同 构 寺 so(lp +19 上 TD 请 验证 中 

最 后 证 明 下 面 命题 . 

定理 24.8， 设 gow 一 6 日 A= 和 004 十 prP | yD + 部， 于 是 形 如 对 一 

cxp{t14) 的 变换 是 欧 氏 空间 区 ? 的 (局 部 ) 共 形 变换 . 

要 证 明 此 定理 需要 考察 向 基 场 4 并 证 明 由 它 定 义 的 (局 部 ) 变换 群 9 = exptt4) 
是 扩 形 的 (如 果 我 们 希 纽 要 谈 的 不 是 局 部 而 是 灿 休 的 变换 , 则 应 该 考虑 球面 9* 上 的 
这 个 场 , 它 是 由 道 于 球 和 极 投影 的 变换 从 有" 里 到 球面 上 , 它 把 欧 氏 坐标 共 形 地 引进 到 
S* 上 . 但 是 这 并 不 存在 )}， 如 此 向 量 场 (wu") 给 出 了 欧 氏 度量 的 运动 , 则 它 应 该 满足 
条 件 


dd 一 be A 


Ea 于 


uu + dus 
re dr 


一 0. 
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这 表明 此 度 果 挛 市 离 的 “ 形 必 张 其 ”化 为 了 零 (参看 823). 对 给 出 了 欧 氏 度量 的 共 形 
变换 的 向 基 场 (w") 来 说 , 形变 张 量 应 该 与 这 个 度量 上 成 比例 : 

Gu" 2 ar 

Bre Ore 


其 中 7fz) 为 光滑 畏 数 . 在 这 种 情形 下 , 如 果 4 = 好 


一 = ~y{ Fd, (73) 


我 们 设 得 到 了 变换 


2 :| 
Sr 一 exXP 人 Ed 


共 而 度 芋 的 变换 为 
Dr {ga = Se (bap) = [1 + tx(z)6is + OE). 


(事实 上 , 由 定义 ( 谷 看 822.1) 


Ox" OT 
iy Hn 一 
+ ( hi 5 Br 1 -> Bi Dyi 


由 会 式 (23.1.6) 得 到 y= 十 tui(z1,-.. ye) 一 th), 于 是 


Dy go Du’ 
Hira 一 站 十 tae 十 他 ] . 
由 此 等 式 连 同 (73) 表 助 
> ye Da 


,Be Bs — = +ty(r)]6os £ OY. 
泛 续 这 个 最 后 面 的 等 式 并 代 大 SY(664) 的 表达 式 使 有 了 所 相 要 的 结果 .) 
吉 接 的 验证 使 我 们 确信 整个 场 (72) 都 满足 条 件 (73) (例如 , 令 8。 (- a ‘起 ) - 
KK 则 得 到 和 
一 24z7， 了 于 天上， 一 2f(z?)2 一 2， 


由 此 立即 得 出 了 (73)) 
剩 上 米 寞 证 明 的 是 , 反 过 来 出 条 件 (73) 得 出 由 向 县 场 


了 ”一 iE | (74) 
定义 的 变换 3: 或 者 等 价 于 说 变换 oxp(i4) 的 花形 性 . 证 明 如 下 ( 它 类 似 于 对 十 运动 
的 相应 证 明 ). 对 有 限时 间 段 At 的 位 移 可 以 分 解 为 -系列 { 相 什 接 的 ) 时 间 段 全 的 


位 移 : 
Sat = SarNy oo SawnNy. 
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变换 Sr 的 线性 部 分 当 一 AWjN 较 小 时 有 形式 


而 如 
5 一 1Tr4+Ofr2)，4 一 (%) . 


由 于 AN 较 小 , 对 在 点 zn 一 (x6, ;29) 的 向 量 & 有 


Ai Pu A 
ge 中 绰 eol+o( 千 ) -对 


信友 
全 一 总 = 如 + (多 3 ro( 个 )， 


2 
后 zo,9 二 0,… ;六 一 1, 位 于 方程 (74) 的 积分 雪线 ze 人 的 上 ,使 得 


AL2 
信人 入 = 的 (名 逢 (wD s+0 (篇 ) 


对 于 疝 量 & 的 自身 内 积 , 我 们 由 (75) 得 到 
(1; £1) = ( 十 poo) 舍 ) (oo + 0 ( 秆 7)， 
(2, 2) = (4 十 xz) 全 {EE +O ( 竺 )， 


(ENEN) = ( 十 pan 从) tw_TEw OO ( 笔 】 . 


M2 
因为 全 部 步 数 为 N, 改 


NN—l 
(wn) = | + 村 va 名 名 go 人 (Y 全 ) 


t= 


当 固 定 的 At = 常数 及 N 一 so 时 , 这 个 关系 式 的 右 端 趋向 寺 


+ fet 0, £0) 一 plzo) (Eo, £0), 


立 [ 


从 而 我 们 得 到 了 变换 Sa 的 上 共 形 性 , 由 此 得 到 了 我 们 的 论断 . 


(76) 
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注 
1. 南 此 定理 的 证 明 得 到 , 如 果 形 变 场 的 张 基 为 零 , 则 584 = exp{t4) 为 运动 , 其 中 


了 


4 二 sr- . 这 完全 等 同 于 说 , 所 有 线性 变换 srs 在 每 个 点 上 为 反 称 的 : 


Dr? 
-1d py — (9), 1 (Ow 9 ) _ 小】 
号 本 二 (i); -~ 下 (路 Ba (2 
2 另外 , 可 能 出 现 这 种 情形 , 即 变换 B(z) = ( 部 5 ) 在 所 有 点 < e Re 生成 了 


整个 nxn 矩阵 的 李 代 数 中 的 二 代数. 例如 , 对 偶数 n, 它 可 以 是 所 有 复 的 3 x 过 知 
阵 的 代数 . 


习题 


24.1. 证 明和 在 上 而 最 后 一 种 情形 中 , 变换 8 给 出 了 2 一 Cm? 的 全 纯 变 换 ， 
对于 nf2 > | 一般 来 说 , 这 个 变换 不 是 此 形 的 . 

24.2. 证明 , 如 染 所 有 B(z) 具有 等 迹 , 则 所 有 空 换 8 保持 体积 不 变 . 

24.3， 证 明 下 列 李 代数 癌 的 同 构 : 

al su(l,1) ~ si{2, RR), 

bj su{2) x su{2) ~ sol4), 

0) 2,C) ~ sol1, 3), 

dj so(1,2) ~ Rs 中 出 量 关 于 “向 量 积 " 的 代数 { 参 看 习题 6.1). 

24.4， 计算 在 么 模 四 元 数 群 上 的 左 不 变 向 量 场 . 

24.5， 证 明 在 群 SOftn) 上 的 基 灵 度量 可 以 写 为 


(9 一 Trlg .00)， 


24.6， 没 号 为 这 代数 g 上 的 基 灵 度量 , 它 是 在 基 站 1!,…. ,Xn 下 败 示 的 .次 
DR y] 一 6X esy = 98 忆 ). 证 明 张 量 ok 对 所 有 三 个 指标 都 是 反对 称 的 . 

24.7 证 有 明 对 格 Son 了) 内 自 同 构 一 4BA -1 为 基 灵 度量 的 运动 . 

24.8. 对 丁 群 5Otp, 加 , 可 以 通过 伪 欧 氏 度 量 (X,Y) = Tr(GXGYT) 的 限制 得 
出 基 灵 度量 (其 中 G 为 (p,9) 型 的 度 红 的 矩阵 ). 求 所 得 到 的 伪 黎 曼 床 量 的 类 型 . 

24.9. 汇 明 在 上 面 描述 过 的 所 有 其 灵 度 量 都 可 以 作为 Tr(ad X,ad Y) 得 到 ( 精 
确 到 常数 莱 积 内 子 ). 

24.10。 群 5L(2, 民 }/{ 土 1} 的 作用 同 于 浓 岂 切 夫 斯 基 度 量 的 运动 群 {参见 $13.2). 
35(2, 恨 ) 中 每 个 单 参 数 了 群 (见习 题 14.5) 对 应 于 崭 巴 切 去 斯 基 平 面 的 单 参数 微分 
同 胚 秤 . 求 他 网 书 切 夫 斯 基于 面 上 ( 克 莱 因 模型 ) 的 相应 的 向 量 场 ， 计 算 它们 的 换 
位 子 . 
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24.11. 计算 RR"* 中 的 仿 射 群 的 李 代 数 ; n 维 欧 氏 空间 运动 群 的 李 代 数 ; 闵可夫 
斯 其 空间 了 ， 运动 群 的 李 代 数 . 写 出 在 恨 * 和 区 3 。 中 相应 的 生成 元 . 

24.12. 证 明 有 R$ 中 于 应 于 群 5O(3, 及 ) 的 作用 的 线性 向 量 场 x, Ly, 上 Lz, 它们 
切 于 中 心 在 党 标 原点 的 任 … 球 面 . 求 出 在 球 而 坐标 下 , 单位 球 上 的 相对 应 的 一 阶 微 
分 算 子 . | 

24.13， 定义 在 群 G 上 的 右 不 变 向 量 场 为 形 如 Rx (01) = 一 天 4 的 向 量 场 在 此 
群 上 的 限制 . 让 明 [Rx, Ry] = Rix.yj Lx; Ry] = 0. 

24.14， 解释 清楚 李 代 数 sof1,2) 和 si(2, 腿 ) 属于 在 第 6 小 节 中 所 描述 的 那些 
类 型 中 的 哪 … 类 ， 
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8$25， 反 称 张 量 的 微分 


1. 反 称 张 量 的 梯度 ， 

大 多 数 的 物理 定律 部 是 以 物理 基 之 间 的 微分 关系 描述 的 ， 这 些 物理 基 中 许多 
量 都 是 空间 或 空间 中 区 域 上 的 张 量 场 (特别 是 向 量 声 )， 央 此 我 们 感 兴趣 的 问题 县， 
在 张 量 上 的 微分 运算 一 般 应 是 什么 样子 , 而 内 它 还 应 是 在 一 种 明确 的 意义 下 与 坐标 
的 选取 到 美 . ( 我 们 将 在 后 面 阐明 是 什么 样 的 意义 ) 例如 , 有 这 样 的 最 简单 运算 : 如 
果 疝 数 f(z,a) 或 张 量 声 ?2(z,a] 依赖 本 空间 中 的 点 2 = (zl,z2,za) 和 基 个 
参数 a 党参 才 屏 间 无 关 , 导 么 可以 在 每 点 上 取 关 于 参数 a 的 偏 导数 


Ty) 


3f (so) 或 2 或 Ty i . 在 经 典 力 学 中 这 样 的 参数 可 以 是 时 间 t= a. 这 个 运算 与 


室 间 (zx1, 23, 3) 的 几何 无 关 并 且 求 导 是 孤立 地 在 每 个 点 上 进行 . 另 一 个 所 熟知 的 
与 黎 紧 度量 无 关 的 微分 运算 是 取 泉 数 (标量 场 ) 的 梯度 


(如 DF Bf 


闪 , 让 ,让 一 gc 


这 是 - -个 余 向 量 , 说 它 巾 函数 了 以 不 变 的 方式 构造 的 意思 是 表明 在 坐标 变换 下 , 它 
的 数值 记号 按 张 量 的 规则 变化 , 有 


BF oF Be 


= zl2), 8 dri Oxi 


常 浓 也 过 到 下 面 的 反 称 张 量 的 高 维 情 形 梯度 的 推广 . 
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定义 25.1， 设 Ti 为 在 具 伙 标 zl ,2 的 n 维 空间 中 的 张 量 , 它 对 所 有 
下 指标 为 反对 称 的 , 其 中 2 = 1,-… ,n. 它 的 梯度 是 措 (0 天 十 1 型 的 一 个 反 称 
张 量 , 其 分 量 为 


上 十 1 DT, ~ 
1 
(GT )7 1 一 2 1) 2 Bh + * (1) 
go 


(这 里 的 记号 六 表示 指标 js 已 被 略 去 .) 

在 验证 dT 为 张 量 之 前 , 先 考 虑 儿 个 例 了 了 . 

DD 如 4 十 1 一 1 从 而 了 一 f(z) 为 函数 , 故 由 定义 (dz), = 号 因而 这 是 通常 的 
榜 度 oT; 07 

2) 如 果 荆 二 {五 ) 为 余 问 量 , 则 (as = 本 一 7 = 一 (dT);i, 常常 称 此 余 向 量 


场 为 该 度 . 我 们 以 记号 rot 表示 它 . 旋 度 是 (0,2) 型 的 上 反 称 张 量 . 
注 加 果 在 n = 3 的 欧 氏 空间 及 坐标 w1,z?3,w3 中 , 则 张 旭 (47)s; 通常 与 向 量 


站 了 3 HT» QT1 
(0) = rot 研一 +x(4T) ( 见 $19.3) 重合 ,其 中 履 一 一 3 = (d= 
oT dT ON 
5 = (dT)sl = —{dT)is: 7 = ~ pf 一 再 一 二 一 (du 或 者 表示 为 7 = 3 aT) 


3) 如 果 m =3 且 给 出 了 反 宛 江 攻 了 Ti 二 一 Tn, 那么 3 阶 皮 称 张 量 dT 的 形式 为 


9T12 dns oT ， 
(dT)123 一 Bo Bo + pT, aT )ijk = Evy (dT )12a. 


注 如 果 华 标 zl,z2,z3 为 欧 氏 的 , 从 而 按 前 面 所 给 出 的 规则 , 反 称 张 量 所 对 应 
的 相伴 疝 量 为 9! = Taa,272 = 一 213, 7 = TY; (ni 二 Se Tt), 于 是 


27- Bi | On Om 
(dns = Drl + dr2 Dra Bri 


对 在 欧 氏 坐标 下 向 电场 (99 = 7 赋予 数值 25 = div 9 的 运算 被 称 做 发 散 生 


我 们 转向 验证 前 徊 定义 的 正确 性 . 

定理 35.1， (0,k) 型 的 上 阶 反 称 张 量 的 梯度 呈 ' 是 个 (0,k 十 1 型 的 上 十 1 阶 
反 称 张 基 . 

证 明 【只 证 站 = 0,1). 设 络 出 变换 


peo= pis ), = 1,...,n. (2 


由 滤 义 , 在 任意 坐标 系 下 均 有 


Ya i = 1)” 1 19 i . (3) 


a 
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设 五 为 在 坐标 (ze) 下 的 张 量 的 分 量 , Ti .0 为 在 坐标 (z) 下 的 张 量 . 出 定 
义 
， 1 Tk 

dai 二 ik Br 四 Pri (4) 


另外 , 由 张 基 的 梯度 定义 有 


OT 
(dT) 二 2 {(—1)+! 1 大 十 1 ， (5) 
OT 人 。 
(9 二 > PT ee 站 (6) 
Pp 


为 了 证 明定 理 , 借助 于 公式 (4).(5) 和 (6) 必须 证 实在 变 模 之 后 , 梯度 dTl;， 可 按照 
张 量 的 规则 通过 dTi;) 表达 . 由 于 计算 的 繁琐 , 我 们 只 对 = 1, 十 1 = 2 的 情形 进行 
完整 的 证 明 (& = 0 情形 时 定理 论断 的 正确 性 已 在 $16 中 证 明 过 ). 

设 工 为 余 向 量 ; 于 是 


dT OT: Or 
T)ij = 元 -T= 人 Ty, 
(dD) Ori ri | 上 On’ 


我 们 有 


DVD 9 Ox: 如 3 ) 
(dP) dz rv drr (nai) DTK (% Or! 


OT, dri + D2 dT; Ori O21 
Be! bre dg rk rr 了 Hz’ Ont 


fon PriN Ori BT; dri Day 
Oi Het” | ek’ Or Ors’ 和， 
fon ODN dr Or (em i Oxi 
Bri ori der Br nr Or 
因此 在 此 情形 下 的 定理 已 证 完 . 口 
2. 形式 的 外 微分 


我 们 给 出 反 称 张 若 的 梯度 运算 的 另 一 个 定义 , 这 个 运算 利用 了 它 与 微分 形式 的 
关联 . 张 量 ;对 应 于 微分 形式 


六 (7) 
1 
我 们 定 交 天 十 1 阶 形式 di 为 
站 in 1 Tp 
dw = 2 de A dot A A dem. {8) 
和 


特别 , 如 果 。 = 了 (标量), 则 dw = df = 本 de 为 函数 的 微分 . 
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定理 235.2. 成 立 伍 等 式 ; 


dw 一 六 (dT da A dajs+l， 
jjktl 


证 阴 由 dT' 的 定义 有 


bp [go 本 ed 


DL E+ 


一 > ， >_(— 1) ost Tit dvi A A Aiktl, 
总 3a 


LT 


我 们 知道 有 ar A .A drt! 一 (—1)+ldris A dr A A rie A A dritl., 于 是 
最 后 面 的 表达 式 可 以 表示 为 


3 、 S ， O13,. ok - 3 ; 
一 A ril A + dia A A Qt+1l. 
， ， Ghee 
1 


现在 我 们 变换 取 积 的 指标 : 令 六 = 下 三 = i p41 二 
显然 , 站 < … < 趟 , 而 指标 让 由 过 (考虑 所 有 的 项 ) 从 1 到 nn 的 每 个 数 . 从 而 得 到 
了 定理 的 论断 . | 口 

定理 25.3， 取 扩 称 张 量 的 二 重 梯 度 运 算 给 出 丁 恒等式 


d(dT)= 二 0 或 dtdw) =0. (9) 
证 明 我 们 有 
>》 了 
1 
di 一 2 Ts dr? A dr A A dri, 
i 


Ee i, i zi 
吉本 站 一 > Bim dr A dr? A dpi A A dort. 


i 


然而 表达 式 ee 二 对 指标 a,p 对 称 , | 帮 dws AdxP? 则 为 反 称 :dzpAaeza = 一 dwt Adz7， 
故 和 而 将 它们 并 项 便 等 半 索 .证 完 . 
注 对 形式 的 微分 公式 可 以 写 为 


a( > ， tte Ne dot] 


了 
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一 > . (dy a} A dr A A deri, 
EL 


(10) 


其 中 .i 被 看 作 标量 两 数 . 由 此 不 难得 到 dT 是 张 量 的 另 一 个 证 明 ; 内 为 函 才 的 


微分 dT 为 张 量 , 故而 它 与 aea A .AcGze 的 外 积 也 是 张 量 . 


利用 向 量 场 的 交换 运算 , 还 可 以 得 到 微分 形式 的 微分 的 一 个 表达 式 ( 嘉 当 公式 ). 


定理 25.4.， 设 乙 为 阶 微分 形式 ,站 1,…， ,Xkt1 为 光滑 向 量 场 ， 于 是 微分 形式 


de 在 向 量 场 避 1， # 的 值 可 通过 人 下面 公式 冰 出 : 
(e+ D(X XH) = Dox Ky Ri Kt)+ 


DD (bX, Ki], 是 1 ,六 .SE ;1). (11) 


i 


证 明 我 们 对 = 1 的 情形 进行 证 明 . 设 Tidwi = ww, 于 是 


形式 dy 在 向 起 场 天 = (KEY = {Y7) 的 值 等 于 


2 0 
dr dn) 


2dir{ KY) 一 XY ( 


当 大 二 1 时 公式 (11) 有 形式 


2d( XV) = Oxu(F) — Orw( NK) wlX, YD) 


; ， oY OxX! 

= xDYY)— HT NX yyROS 

Ox{(TY) — Oy {TX') n(x Br Y ee ) 
or OF QT: 
xivi{ i 
(器 妆 ) 


公式 (12) 和 (13) 的 石 端 相合 . 定理 得 证 . 
在 两 个 形式 的 外 积 上 的 微分 是 如 何 进 行 的? 成 立 
定理 25.5。 设 wa 分 别 为 p,g 阶 的 微分 形式 . 于 是 


dt A wa) = du A wa 十 (一 1)Pwi A devy. 
证 明 只 需 对 微分 形式 wi,iws 为 单项 的 情 撒 证 明定 理 即 可 
ad 一 age AAA 一 gd A A dr. 
于 二 
Au 一 gd A A derir Adril A... A dreia. 
故而 


(12) 


(13) 


{14) 
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dfivi Auoy = ae Adr A A + fa de A dE A A dr 


= (让 da A de™ A ae A (gd A .A dris) 十 


， ， 如 
【一 息肉 人 和 dr) 


= dn A {1 A do, 


在 其 中 我 们 运用 了 等 式 
人 AGE a. Adr. 


定理 得 证 . 门 
在 有 度量 95 的 情形 则 可 定义 在 形式 上 的 另 .- 个 重要 的 微分 运算 , 它 将 形式 的 
阶 降低 : - 阶 , 并 以 #5 记 之 ( 即 反 称 张 量 的 发 朗 量 ): 


$F # tdx, {15) 


其 中 * 为 在 红 9.3 中 定义 的 与 度量 有 关 的 那个 运算 . 对 5 算 子 的 显 式 表达 式 我 们 将 
在 829 给 出 , 算 子 5 对 于 具有 正 雅 可 比 的 变换 且 不 变 的 . 
转 而 讨论 例子 . 考虑 三 维 的 欧 氏 空间 ， 
1) 对 于 标量 场 f(x), 微分 丰 是 个 余 向 量 . 在 使 上 下 指标 等 同时 (限于 举 林 的 正 
斧 变换 ) 我 们 得 到 了 向 量 


他 
grad f = (2% R， 2 ) 


2) 设 忆 = 了 Tdz! 十 72dw? + 人 dw. 于 是 


内 TT BT Cy: 了 ， 
th 一 (3 一 Ba ) ae Adr? 十 (33 让 人 2 A ds + 


rl Hr2 dr2 ers 
2 . aE 3 了 
( Br ~ Br ) dr A ee 


”为 2 阶 形式 . 将 算 子 * 用 于 形式 dw, 可 以 构造 出 余 血 量 (1 形式 )xdw( 网 $19.3) : 


日 73 QT [a | dT, 2 HT2 QT 3 因 
站 全 一 (于 小) Cr + Bs Bal QTE” 十 ( 避 一 引 】 dr™. {16) 


如 果 将 向 景 和 余 向 量 等 同 , 则 此 运算 将 向 量 dr 转变 为 向 量 war = rot 全 即 为 乞 基 
场 的 旋 重 . 
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3) 又 设 中 = dzl 十 Todx? + Tydz3. 计算 形式 su = *-1d#w. 这 是 个 零 阶 形式 
( 即 标 基 ) 因为 5 将 阶 降 了 1. 我 们 有 有 


ww 一 站 cd 十 
— Ddrs Ad 十 下 dr A dr’ 
da fan OT ds | .2 3+10T VT 7 
” (站 Bt hi) 人 人 人 各 To Gr + Br + rs 


结论 

dN 07» O73 
: Brl Dr2 Ars 
这 个 发 散 量 的 形式 具 在 欧 氏 举 标 下 成 立 ， 
4) 考虑 四 维 时 容 ， 其 私 标 为 za 二 ct,z1,22,23 (其 中 为 光束 ), 而 伪 欧 氏 度量 为 


8(T) = diy T = 


2 2 {dro)? (dr )? (dr) (3 


9 = 


0 一 1 
我 们 记得 在 821 中 讨论 过 , 电位 场 为 2 阶 皮 称 张 量 让, 二 0,1,2,3. 由 电磁 场 理 论 
知道 , 张 量 瑟 ; 应 满足 圳 克 斯 韦 方 程 . 第 - -组 或 常 说 的 第 一 对 玫 克 斯 韦 方程 为 
OPE OF OF 
Brt Bri Orr 0 (18) 


(dF Ja 

或 者 简短 地 写 为 dF = 0, 其 中 FF = 》 Fiyderi dzwi. 另 一 种 方式 是 利用 在 821 中 下 
LE 

记 的 记号 = {Em), Ea = Fon:H 一 {H*),—H! 一 Fugy, HB? 一 十 而 3, 一 百 3 = Fn, 对 

A EE | DF 


B+ -0 或 dv H=0, (19) 
而 余下 的 其 他 方程 全 体 表明 
HH > 1 OH. 
rot E+ =0 或 mt Eo (20) 


因此 , 方程 组 (18) 等 价 于 两 个 方程 的 纽 : 标量 方程 (19) 和 何 仍 方程 (20), 这 正 是 称 
为 方程 对 的 原因 . 这 些 方程 和 伪 欧 氏 度量 没有 什么 联系 . 
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麦 训 斯 韦 方程 的 第 二 对 则 已 经 需要 伪 欧 于 度量 来 描述 了 , 它 的 总 体形 式 为 


4 
dF = +*d*F 一 jcy, 
c 


(21) 


其 中 jta) 为 四 维 电 流向 量 jt) = (pc 一 po 一 pt, 一 po = (p, 一 j),p 为 三 维 空间 中 电 


荷 密 度 . 在 办 1 中 得 到 的 在 伪 欧 氏 坐 标 下 算 子 * 的 公式 使 我 们 能 重 写 方程 (21) 为 方 


程 组 人 对”) 为 


div E 一 4rp, 
rot HE 二 和 
cot C 


叉 基 由 一 个 标量 方程 和 一 个 向 量 方程 组 成 ， 


习题 


(22) 


(23) 


25.1.。 设 训 ,… ,各 为 在 nn 维 区 域 中 每 点 均线 性 无 关 的 向 量 场 wl:… ,wr 为 


1 撒 式 的 对 偶 基 : wi(Xj) = 涡 . 证 明 
dk 一 sew A wl 


其 中 咯 的 定义 为 
[Xi;, 六 ;| 一 ch XR. 


25,2. 证 明 对 光滑 映射 F 和 任意 的 形式 ww 成 立 等 式 Fr(dw) = dFY(w) { 见 $22). 


由 此 有 Leldw) = d(Lew). 
25.3. 对 每 个 向 量 汤 X = (Xi) 我 们 引进 在 形式 上 的 算 子 i{X) : 


ECX wj 一 Hig 1 


其 中 心 = (op 4) 为 下 险 形 式 . 
a) 证 明 i{X) 为 反 微 分 : 


ER A tz) 一 (EX ew I 人 wo 二 (一 Tu 六 (i( wa) 


其 中 ua 为 阶 微分 形式 ， 
b) 证 明 公 式 
Xdt dX) = Lyx, 


其 中 Lx 是 清 向 量 场 X 的 李 导 数 ， 
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826， 反 称 张 量 和 积分 理论 


1. 微分 形式 的 积 
如 果 在 ” 维 空间 的 区 域 VU 上 给 出 了 通 数 f(z1,… ,z"), 则 在 区 域 上 定义 了 函数 


了 的 积分 : 
fra fron 0 
这 时 ,如 时 给 出 了 从 标 恋 交 2 = 2(y), ® 
则 成 立 变量 变换 公式 
ff sn = ff ra A A dy 3 


其 中 /一 dct ( 下 ;) 为 雅 可 比 , 而 为 原来 的 区 域 U, 但 中 是 在 奉 标 yi,… ,yn 下 


描述 的 

在 这 一 节 中 我 们 只 考虑 其 有 正 雅 可 比 的 变量 变换 . 

我 们 注意 到 , 积分 号 下 的 表达 式 是 个 n 阶 的 反 称 张 量 . 在 学 标 系 z1,.… ,z" 下 ， 
这 个 张 量 的 分 量 五 按 定 义 等 于 f(z) = 站 回忆 定理 18.1 知道 , 在 n 维 空间 
中 的 n 阶 反 称 张 量 在 坐标 变换 zx = z( 胃 下, 其 变换 公式 为 T= 了 .五 .ww 其 中 


7 dot (2 7) 考 而 开 ，。- Ja), 这 与 公式 (3) 吻合 . 因此 被 积 表达 式 是 个 反 称 


张 量 . 
例 26,1. 如 果 给 山 了 { 伪 ) 黎 曼 虚 基 (gi;), 则 行列 式 g = det(g;;) 在 变换 z = 
z(y) 下 变 成 


人 zk Ozl ， 
fy 2 
9 = det(giy) = det (om By 沪 ) = J’g. (4) 


因此 表达 式 Wg| 在 其 正 雅 下 比 的 坐标 变换 下 其 表现 同 于 反 称 张 量 . 回忆 在 曲面 上 
区 域 的 面积 被 征文 为 (87.4) : 


=/ Valadudv, u=2l, v= n=2; (5) 
v 


我 们 现在 看 出 右 端的 积分 不 依 凡 于 坐标 的 选取 . . 

如 果 在 具 欧 氏 坐 标 (x1,z?, xz) 的 空间 中 给 出 了 曲面 zi = wi(z),i = 1,2,3, 并 且 
如 果 我 们 要 在 曲面 上 对 标量 了 所 数 zfz 进行 某 种 各 分 ,而 这 个 函数 又 与 此 曲面 有 
本 质 性 的 关联 (譬如 , 它 的 高 斯 曲率 ), 则 这 个 积分 可 以 这 样 定义 : 在 曲面 的 区 域 r 上 


的 积分 为 
/ | Sra) Vglds! A da, (6) 
ti 
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其 中 了/ (edz Ad 为 通常 的 二 重 积分 有 时 称 表达 式 Vdz! 人 dz? 为 曲面 上 
Er 


的 测度 (| 再 和 7， 

因此 我 们 得 出 结论 : 
1) 在 交 维 空间 中 , 对 任意 有 界 区 域 定义 了 积分 / fr 其 中 了 为 (0,n) 型 
反 称 张 量 , T= (TD. ) " 

2) 在 坐标 表示 下 , 这 个 张 量 被 表示 为 


T= Tndzt A. 人 


(或 五-ngz1 ce 这 时 不 写 人 记号 A). 
3) 7 一 FFz) 为 点 的 标量 图 数 , 并 在 坐标 变换 z = z{y) 下 有 
ff ra a der = ff fleay A A dy", 
. Oz 
Kd) 
4) 如 果 我 们 想 在 空间 上 对 函数 sp(z) 积分 , 则 必须 要 有 事先 给 出 的 特定 的 , 空间 
中 的 反 称 张 量 了 ( 称 之 为 体积 元 或 测度 ). 于 是 按 定义 , 国 数 efz) 的 积分 为 张 量 ofz) 


的 积分 ， ， 
/ . - / Plz)T = f - f wmads A A da". (7) 


5) 在 此 傅 形 下 , 如 果 度 量 (95) 已 给 定 , 则 那个 特定 反 称 张 量 卫 = .5dzlA.…A 
dz" [基于 具 正 雅 可 比 的 “ 张 量 ") 由 形式 
T=ado = voldz! a... A der 
给 出 . 这 时 , 函数 plz) 的 积分 被 定义 为 


ff rer = ff vi viaiae 六 An 


6) 记 导 A 表明 qzi A ae = -dzi A dzi, 在 变量 变换 zi 二 zy) 下 ， 由 等 式 


Bz 和 
dz27 二 Ber dy A dy 二 ~dy’? A dyi, 我们 得 到 


AAA (8) 
1 


其 中 J 为 雅 可 比 矩 阵 的 对 庶子 式 . 特别 , 当天 = mw 我 们 有 


人 AAA (9) 
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了 为 雅 可 比 . 
7) 在 欧 几 里 得 坐标 下 我 们 有 /8j=1, 从 而 


do = dr A A dr™. 


需要 区 别 两 种 表达 式 . 

a} “在 区 域 上 对 n 阶 反 称 张 量 的 积分 "(在 1)- 3) 中 定义 ), 这 是 通常 的 隧 数 的 重 
积分 . 它 不 依 琅 于 n 维 欧 氏 空间 上 的 度 重 , 六 总 是 有 意义 的 (< 第 开关 积分 ? 

bj “在 区 域 上 函数 的 工 类 积分 "( 见 人 ,5)): 最 计算 这 个 各 分 需要 知道 , 按 什 人 么 体 

积 元 (测度 ) 进行 积分 ; 寄 要 将 函数 冬 以 这 个 体积 元 ( 反 称 张 节 ) 而 月 只 在 此 后 才 进 
行 积分 . 显然 , 这 时 积分 化 为 了 第 工 类 积分 . 

观 存 转向 在 n 维 宗 间 中 任意 的 撕 阶 反 称 张 星 . 先 考 察 存 n 维 空间 中 的 (0,1) 型 
张 痢 工 { 余 向 量 ). 在 $18 中 我 们 对 每 个 余 向 量 石 构造 了 对 应 的 一 阶 微分 形式 w = 
Tdzi. : 

“微分 形式 ”这 个 间 与 什么 有 关联 ? 原来 , 表达 式 Tdzi 可 以 沿 任意 有 曲线 zi = 

zf), atab 进行 积分 . 事实 上 , 考虑 表达 式 


4 b | 
/ waam= Tyéidt, {10) 
下 林 


其 中 一 浊 = 经 为 速度 向量 


男 外 的 事实 是 : 给 出 曲线 zi = zi(#) 和 其 个 标 景 函数 f(z()) 时 , 它 与 生 此 哆 线 有 实 
质 必 的 联系 . (例如 , 它 的 曲率 或 挠 阐 ). 那么 , 引进 曲线 上 的 测度 , 即 长 度 元 dl = [zldt， 
从 而 称 表达 式 / J (z(t))at 为 画 数 (z(t)) 沿 井 线 的 积分 (在 分 析 中 , 这 是 “第 一 类 积 
分 ") 从 本 质 上 说 , 曲线 上 的 长 度 元 各 = |zidt 是 以 前 所 引进 的 一 般 的 “体积 元 "do = 
V9]az!l 入 … A dz* 的 一 维 情 形 , 这 是 因为 对 n=1.| 站 = |on), 且 Vianjat = dl, 其 
中 gi -| 2 {= 2l, 

关于 第 一 类 积分 , 即 治 任意 曲线 的 余 向 量 汤 的 积分 , 它 具 有 下 面 的 性 质 : 

1) 它 与 在 曲线 上 所 引进 的 参数 无 关 ， 


/7 dt = T, Sa, (11) 


其 中 t+ 二 #7), 有 目 当 由 & 恋 到 时 T+ 由 a' 蛮 到 六 
2) 积分 的 结果 也 不 依赖 于 空间 的 坐标 : 如 果 z 二 zf2) HIS = 人 了 3 人们 一 


: 宁 7 
zefzy 介 ), 则 有 等 式 


中 必 
dz° de 
fT. | Ta (12) 
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ea 
进行 , 其 中 z(t) = ztyt#)); 因此 它们 相同 . 

于 是 我 们 书 汪 入 了 在 维 空间 中 的 只 维 ) 区 城下 ” 阶 反 称 张 量 的 积分 和 在 
任意 曲线 十 余 向 量 场 的 积分 . 

原来 , 这 是 (0,) 型 的 阶 皮 称 张 二 在 n 维 空间 中 的 一 个 维 申 面 上 的 积分 . 
设 天 维 曲 面 让 参数 给 出， 


一 (13) 


i 21,.…- ,z* 的 上 维 空间 中 给 出 了 区 城 5 如 何 绽 出 维 空 间 中 的 反 称 张 量 
= {The) 在 | k 维 空 问 中 区 域 0 上 的 积分 ? 其 中 % 维 空间 的 坐标 为 z1 ,2 天 
维 训 间 中 的 毕 标 为 21 而 后 理 以 x = wz1,-… ,2*)] 舱 人 人 奉 肖 维 究 间 中 . 为 
方便 起 多, 我 们 将 对 反 称 张 其 使 用 微分 形式 的 诸 言 来 描述 
在 名 2.1 中 曾 定 义 过 张 基 五 在 曲面 x = zfz) 的 限制 . 它 已 是 大 维 空间 (在 
曲面 上 的 ) 中 的 天 阶 张 基 了 ， 
定义 26.1， 设 (了,...i) = 二 了 为 nn 维 空 间 中 的 张 量 ,UV 为 曲面 x = wi{zl,.… ,zt) 
上 的 区 域 . 称 工 在 曲面 的 限制 在 此 区 域 上 通常 的 重 积分 为 工 在 这 个 曲 向 区 域 
5 上 的 积分. 其 中 = 1,…,n. 它 的 撒 式 是 : 


三 Jr- 了 A SY Ta de A...Adet, 人 性 


Ee 


我 们 记得 , 表达 式 。》 ”Topdzi 入 … A dz 被 称 做 大 阶 微分 形式 ; 我 们 也 
1 裤 … 和 < 
已 知道 这 个 简明 的 形式 表达 了 (9,) 型 的 反 称 张 量 . 这 个 对 形式 ( 张 量 ) 在 曲面 上 区 
域 的 积分 具有 两 个 性 质 : 
1) 在 曲面 上 的 变量 变换 za = zf(z),g 二 1,… ,天 下 这 个 积分 不 变 . 带 实 上 , 限制 


( 9 Ti 下 jj 人 aaa 


和 

为 到 维 空间 z1,…. .a* 中 的 上 阶 张 量 ; 在 变量 变换 za 二 zefz0 ;zi 下 , 它 迹 行 
了 在 外 维 窟 间 中 区 域 U 上 的 重 积分 的 通常 的 变量 变换 . 

2) 在 这 个 n 维 空间 中 的 坐标 变换 于 == zi(x9,… ,zw*) 下 , 这 个 积分 不 变 . 就 像 
二 1 的 情形 . 样 , 由 此 可 立即 得 到 , 在 变换 > = zfz'"] 下 有 恒等式 

> Ti a dr A A dris se bp TH dR A A dr, {15) 
Le 了 1 

其 中 az = 人 ed 而 分 量 了 ..;。 由 TD.…j 按 通常 的 张 量规 则 得 到 


Or 
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在 欧 氏 空间 中 , 定 六 曲面 zi = zi(z1,-… 26),i 二 1.1 上 上 的 黎 曼 度量 : 如 果 


On! 


zl am 为 欧 氏 坐标 , 则 giyadzidzi = 》 (dr9)?, 技 中 dx? = de (参看 87); 此 
g=1 


时 ,ga = gs de dz’ = rz dz’. 


像 经 常 做 的 那样 , 曲面 上 的 体积 元 有 形式 


do = Voldz A Adzt; 7 一 det{gi7). {16) 


没 在 曲面 上 给 出 一 个 任意 的 蝴 数 f(z1,.…. ,z*). 
定义 26.2. 际 数 fz?,.… ,z*) 在 曲面 上 的 (第 工 类 ) 积分 定义 为 这 个 晃 数 对 
曲面 上 体积 元 的 积分 : 


第 [类 积分 = 上.…- 2 2 ol A A ok, 
ff )vlglez A A 
{ 在 了 而.F) 
需要 重视 的 是 , 第 开 类 积分 不 依赖 于 空间 和 曲面 上 的 黎 曼 几何, 而 第 工 类 积 
分 则 通过 性 积 元 Vigldz! 入 .… A dz* 与 它 有 关联 ; 而 这 个 体积 元 是 个 六 阶 反 称 张 基 
(相对 于 其 正 雅 可 比 的 变换 ), 它 只 在 所 给 山 面 上 由 其 歼 曼 度量 决定 , 而 这 个 曲面 上 的 
获 曼 度量 则 由 整个 空间 二 的 欧 氏 度 其 定 文 . 


2， 微 分 形式 的 例题 

例 26.2. 也 数 f(x) 在 点 P 的 值 按 定义 是 “积分 ”的 平凡 例 了 , 这 是 9 阶 张 量 
{ 即 标 基 了 (2)) 在 零 维 曲 面 (点 P) 上 的 积分 :< 积分 ”= FEP). 这 个 平凡 的 解释 是 有 所 
日 的 的 , 它 在 后 面 对 广 尽 斯 托 克 斯 公式 的 讨论 中 将 被 用 上 . 

例 36.3， 余 癌 旺 场 或 1 阶 微 分 形式 (7 = Tdz* 河曲 线 x = zi(1) ,agtgb 的 
积分 , 已 在 前 面 小 节 中 讨论 过 . 


人 
Aat 


曲线 上 的 (第 了 类) 积分 = / Tg 07) 


例 26.4.。 张 量 场 CT) = 》 ToydziAdzi (2 阶 微分 形式 ) 在 曲面 zi = zi{z1, x?)， 


Li 


i 二 1,…- ,的 积分 有 形式 


在 曲面 上 的 积分 = f/f YTiyadr’ A de’, (18) 
je 
tr 
{在 曲面 上 ) 
其 中 Tiy = T(r(2)), dri = Or os det A di = —dzi A dzi. 因此 ， 


7 
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/Ere A dr -有 De 2)) ( 牙 o) ( 落 2] 
-Es (如 吕 公关 )| ve 


1 


Or Or’ Or: 
我 们 注意 到 23 9 一半 1 9- 并 为 雅 可 比 (名 ) 的 了 式 :1 一 1… ,m4= 


1,2. 内 此 最 后 得 到 
//5 Td A dx’ = // | dz! A de2， (19) 
i a] 


在 二 维 空间 fn = 3) 各 欧 氏 尘 标 gl,z2,z3 中 , 有 (d0)? (qz 这 个 积分 通 
各 可 表示 为 
1) 余 向 其 场 在 有 曲线 上 的 积分 


f T° Td = 了 “Te (20) ， 


其 中 =, 工 = (Ts) = (Te) (在 欧 氏 坐标 下 向 量 和 余 向 量 是 相合 的 概念 ， 它 由 对 于 
旋转 是 不 变 的 }, P = (zita),22(0) ,23(0)),@ = (2100),23(, 3(b)), astgb, T= (6) 
为 内 积 ; 
2 人 0.2) 型 反 称 张 量 (或 2 阶 形式 ) 林 曲 面 (“ 流 2) 上 的 积分 . 在 欧 氏 坐标 zl,z2 22 
的 三 维 欧 氏 空间 中 ,wi = wi(z1,22),i 二 1,2,3 定义 了 一 个 曲面 , 而 在 此 曲面 的 每 点 上 
定义 了 基本 切 | 冉 其 : ge jo 
法 芯 pt 
¢ = (#£") = ( 千 )-= Bore 


= (9 一 G3 oe 
它们 的 向 明 积 车 可 为 曲面 的 法 方向 . 向 量 积 实质 上 是 张 且 TH = 1 一 如 它 相 
伴 于 “向 最 "(79) : 


T! 一 T23, T2 一 一 了 13， 73 一 12, T= (Ti, 2, 15). 
显然 , 此 时 有 Ta 一 及， 
向 量 长 ,让 指 阿 曲面 的 法 方向 . 它 的 长 度 为 y5, 其 中 g = detlgij), 


dei 
gi dye = (dr); dr = <— ez 
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( 见 7). 因此 在 县 欧 氏 仅 标 【el rz2; ce 的 欧 氏 空间 中 山 面 zi = (2 22) 的 区 域 人 
士 的 积分 以 下 面 形 式 进行 ; 


Te Ac = (2 Tu) A ds? 
// > // 
Jf [én Ydz! A dz2 ~ Jf ma na 


其 中 ?= 为 单位 法 向 量 : 
上 _ 革 : 
[él igh 
注 在 n= 4 的 四 维 情形 , 对 曲面 上 的 2 阶 形式 的 积分 (Xx = 2) 不 能 化 为 对 向 
量 上 的 运算 , 即便 是 欧 氏 空间 也 不 行 . 
关于 三 维 情形 我 们 已 证 明了 
定理 26.1， 在 三 维 欧 氏 空间 中 对 2 阶 形式 在 曲面 上 的 积分 等 同 于 下 面 的 第 j 


ff Suds de = ff Vela Adaz2， (21) 


T 


其 中 U 为 曲面 上 的 区 域 , 在 欧 氏 坐标 (zt za zs) 下 这 个 有 面 为 zt = wi(z1,z2)， 
i 二 1,2,3 所 定义 ,而 n 为 曲面 的 单位 法 向 量 ,T 为 在 欧 氏 坐标 (zl e2,z3) 下 张 


3 
量 (75y) 所 相伴 的 向 最 , gudzidal = 了 (dvi)?,dz' 一 de 
《一 二 


在 三 维 的 欧 氏 举 标 (ze ,#2,x3) 下 由 丁 (0,2) 型 反 称 张 量 (形式 ) 和 向 量 之 间 的 关 
联 也 由 十 向 其 和 余 向 量 之 间 的 关联 , 则 可 以 谈论 对 向 量 场 (7;%) = (7?) 的 下 列 积 


oj) 在 闭 曲 线 上 的 :Tdr; 
上 

站 在 朵 曲面 上 的 : 有/ 7,m) VGiazt dz?, 其 中 ， 为 曲面 的 单位 法 向 量 

. tr 
回忆 在 分 析 中 的 两 个 定义 : 
1) 如 果 曲 线 了 为 闭 ( 即 荆 具 形 式 zilt),astgb, 县 ri(a) = zi(b),i 二 1,2,3), 则 

对 余 向 量 场 的 积分 
fsa 


I 


被 称 为 洛 曲 线 本 的 旋转 场 . 
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2) 如 果 曲 面 U = {j(zl,z2,aa) = 0} 为 团 的 意义 是 说 它 为 区 堪 Faiz2,zaJ<0 
的 边缘 , 而 此 区 域 在 空间 中 有 界 , 则 称 积 


/{5 了 A dari 
U 


ic 


为 向 量 场 ( 厂 ;) = 一 {Tyi) 通过 此 曲面 的 总 流量 , 或 者 在 欧 几 里 得 情形 下 , 是 通过 此 此 
面 的 门 量 场 了 工 = (T1,T2,7 的 流量 ;Tl = Ts,T?2 = 一 有 37T3 二 Tz; 出 ww!,w2,w3 为 
欧 氏 坐标 . 

如 采 曲 而 由 方程 f(x1,22,2*) = 0 给 出 , 则 可 能 此 曲面 不 能 在 整体 上 由 xi = 
(22 这 样 的 参数 方程 给 出 . 但 是 在 每 个 非 异 点 的 邻近 这 件 事 却 可 以 做 到 (如 
87.1)， 这 个 积分 不 依 束 于 幅面 上 坐标 的 选取 ， 因 此 在 计算 在 整个 曲面 上 的 积分 时 ， 
需要 将 它 分 割 成 一 些 片段 , 使 得 每 “ 片 者 可 单独 地 由 参数 表示 ; 然后 再 取 在 这 些 片 
士 积分 的 和 . 例如 ,球面 (zi (zi2 + ?2 =1 可 以 分 成 两 个 这 样 的 片上 下 两 个 

例 26.5， 设 在 n 维 欧 色 空间 中 给 出 了 超 有 曲面 M"-1 : 


fd grad 20, (22) 
或 者 局 部 地 za = 2 人 天. 这 里 的 zl ,wr 为 欧 氏 坐标 . 定义 “曲率 形式 * 
Kadr = Kgldyt A..-Adyl, {23) 


其 中 KK 为 册 率 (对 n = 2 为 平面 中 曲线 的 曲率 , 对 n= 3, 这 是 高 斯 曲率 , 对 于 mm > 3 
我 们 没有 给 出 定义 , 这 是 由 于 这 种 情形 对 我 们 并 不 重要 )， 

考虑 球面 3" 它 和 由 芝 (x* ==1 给 出 , 在 球面 上 定义 有 旋转 不 变 的 (mn- 1 维 
体积 元 G8,_1, 在 = 2.3 时 分 别 具 形状 ， 


二 2， {机 -1 二 dtp, 


N=3, -1 = an baobao {24) 


我 们 定义 由 有 则 面 M"! 到 球面 5*! 的 山 斯 球面 映射 如 于: 考虑 在 曲面 4"-! 
的 丰 卫 上 曲面 唯一 的 法 线 np, 并 将 此 向 量 np 转移 至 原点 .np 的 终点 则 是 球面 5"-: 


M1 ,97-1 (25) 


{点 转变 到 向 量 np 的 终点 , 而 np 由 坐标 原点 出 发 ). 
定理 26.2. 成 立 下 而 公式 : 


站 Ca = W(t 1), 
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gs Min = 2, 
EVAgdy Ady? =D) (N= sin 0d0dp), 当 n = 3; 

其 中 ao = viglayi A…Ady"-1 为 曲 贞 上 在 局 部 坐标 宫 ,… ,9 下 的 人 一 芒 

维 体积 泡 

(运算 wr 在 人 0, 向 型 张 晶 上 的 定义 见 $22.) 

证 明 {和 仅 对 nz2 的 情形 ). 我 们 对 n = 3 的 情形 进行 证 明 ， 在 RR3 中 我 们 选取 
以 五 为 原点 的 欧 氏 坐标 , 使 得 z -xw3 轴 在 已 点 正 交 于 此 曲面 , 而 轴 = zy 一 22 
切 于 此 遇 面 . 于 是 刀 =2 妇 三 世人 愉 而 在 斑点 附近 曲 才 由 方程 > = (x, 给 出 , 它 
满足 df|p 一 0. 又 ，K =det | 六 本 :95 三 于 点 了 成立 (这 时 所 二房 二 人. 

2 了 yy 

在 球面 5"-' = 避 上 我 们 选取 那样 的 坐标 , 使 得 在 点 wtP) 一 @ 处 z 轴 重 直 于 32， 
而 至 办 和 5 轴 切 于 932; 那么 形式 = sin bdgdp 在 点 入 有 形式 中 = dz A dj, 而 在 
点 @ 附近 球面 由 方程 2 = w1 一 形 一 入 ;在 点 Q@ 的 球面 度量 有 珍 gs = 6;. 

在 点 卫 附近 的 点 P' 的 法 向 量 的 华 标 为 


— 二 1 
( | 
{ 又 , 在 点 卫 有 后 = 色 ==0). 因此 在 点 卫 附 近 , 高 斯 映射 攻 可 记 为 


示 二 一 产 - 二 一 卢 
VET 肛 十 到 LT+ 及 二 内 


(26) 


{ 点 已: 的 坐标 xz,y 变 为 点 他 的 坐标 3, 入 
由 定义 , 形式 w*(1) (参看 822) 为 
了 7587 Oz oy 
到 【jp 一 ( 芝 史 一 末 型 】 | Am 
= Jdr May, {27) 

其 中 .为 映射 多 在 点 已 的 路 可 比 . 央 为 在 点 P 有 fi = 记 = 0, 则 遇 然 了 = 
jzfyy 一 fryfye 二 (高 斯 曲率 }. 因为 在 点 已 的 模 |g| 等 于 1( 见 弛 .3 的 公式 (15) 在 
曲面 上 诱导 的 度量 的 情形 ), 于 是 在 所 选 坐 慰 泵 {点 已 奸 ) 下 最 终 成 立 公式 


KvoldrAdy = (0, 1), n=3. (28) 
在 n= 3 时 的 定 埋 已 证 毕 . 对 共 余 剩 下 的 n, 其 证 时 完 全 类 似 . | 口 


注 当 n=2 时 有 88= dp 且 对 曲线 zl = ol = 好 (的 形式 Klgldy 为 
KK Viglay Kh, 其 中 dl 为 长 度 元 (1 为 自然 参数 ). 
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3, 广 芯 斯 托 克 斯 公式 . 例题 

我 们 在 前 商 的 一 节 中 已 经 看 到 , 对 x 维 空 间 中 的 站 维 曲面 上 对 关 阶 形式 的 积分 
定义 并 不 -- 定 要 求 这 个 曲面 有 形 如 x = wi(z1l,… ,2z*) 的 整体 的 参数 表示 .因为 对 
空间 中 和 平面 工 的 坐标 变换 , 积分 不 变 , 并 恒 蛮 多 域 的 并 上 的 积分 等 于 积分 的 和 , 故 
而 可 将 曲面 分 割 为 许多 片段 , 然后 在 每 - : 块 上 分 别 地 引进 坐标 . 在 此 之 后 , 在 每 -- 块 
片段 上 进行 积分 , 并 需 对 这 些 颖 果 取 和 , 从 而 得 到 在 申 面 上 的 积分 . 

另外 的 注解 是 , 在 曲面 上 常常 可 以 引进 那样 的 理 体 坐标 z!,.… , z*, 它 具有 奇 点 
(网 第 一齐 种 第 二 章 ), 且 奇 点 集合 的 维 数 较 小 , 使 在 此 集合 上 的 积分 没有 给 出 什 何 商 
献 ， 这 样 的 坐标 常常 被 用 到 积分 理论 之 中 .例如 , 其 中 有 平面 上 的 枢 坐 标 〔 奇 点 为 
= 人 0, 空间 中 的 柱 或 球 闸 坐标 :(7, om, z) 为 柱 坐 标 ( 奇 点 由 直线 + = 0 组 成 ),(7, 8, 9) 
为 球面 坐标 ( 奇 点 也 由 一 条 直线 和 对 应 于 坐标 值 为 = 0,4 = 0,6 = r 的 孝 些 点 充 
满 )， 在 球面 上 我 们 有 坐标 (8, wp), 其 奇 点 为 6 = 0,0 = r. 球面 , 这 个 最 简单 的 曲面 ， 
在 它 上 面 原则 上 不 能 引进 一 个 单一 的 没有 奇 点 的 坐标 系 . 在 这 些 例 子 中 坐标 系 奇 点 
的 集合 相当 小 , 它 对 于 各 分 没有 影响 . 故而 我 们 对 它们 “不 予 理 归 ”. 

在 分 析 中 已 知 曲 面 .上 的 积分 和 在 它 的 边界 上 的 积分 之 间 有 所 关联 (n = 2 于 的 
格林 定理 ,n = 3 和 二 3 时 的 府 新 - 典 斯 特 轩 格拉 洲 基 公式 , 以 及 n=3,k=2 的 
斯 托 交 斯 公式 ). 我 们 如 今 以 反 称 张 基 (微分 形式 ) 的 观点 来 考虑 这 些 公式 . 

由 寸 积 分 的 可 加 性 只 需 知道 在 每 个 曲面 片段 上 的 基本 定义 即 可 . 设 在 天 维 空间 
中 以 不 等 式 f(z1,… ,zs*)g&0 的 方式 给 出 了 曲 域 5, 并 设 卫 为 方程 (xl).… ,x*) 二 0 
定义 的 它 的 边界 , 又 假设 这 个 有 边界 的 区 域 在 n 维 空间 各, ,ma 中 的 徽 人 出 


Ei is, 


给 出 . 我 们 于 是 得 到 参数 化 的 所 给 由 而 , 其 区 域 和 它 的 边界 耳 为 尺 一 1 维 的 曲面 . 

在 区 域 0 上 的 和 在 其 边界 上 的 对 所 有 n 维 空间 (z!1,… ,z") 中 具 相 应 阶 数 的 
所 有 可 能 的 微分 形式 , 其 积分 之 间 究竟 有 什么 联系 ? 

最 简单 的 情形 即 有 = 1 的 情形 ; 这 时 x = wi(#),z1 = t 为 易 线 , 区 域 0 为 线段 
agtgb) 边界 下 是 一 对 点 上 =a 和 t=b, 义 (纯粹 形式 地 ) 由 带 负 号 的 点 a 走向 带 正 
号 的 点 b. 

特别 要 提 及 平凡 情形 , 即 在 0 维 “曲面 ” 上 对 标量 (“0 阶 形式 *) 的 “积分 ", 按 
定义 这 个 “曲面 ” 由 带 符号 的 几 个 点 组 成 . 

“ 维 数 0 的 邮 面 ”是 点 的 形式 和 守土 瑟 , 共 中 已 为 空间 中 的 点 , 两 数 f(x) 在 加 
维 曲面 ”上 的 “积分 ” 由 定义 是 这 个 函数 在 这 些 点 的 值 以 相应 的 符号 的 和 : 


此 积分 = 》 土 J(P). 


如 果 在 空间 中 给 出 了 曲线 wi(t) 和 其 上 的 线段 加 (est 月, 其 边界 为 "=Q- 记 由 


8§26， 反 称 张 量 和 积分 理论 


" 199 . 


分 析 中 我 们 知道 有 公式 (牛顿 - 莱 布 尼 艾 ) 


f r=/(8)- AP) = /*- 广 问 等 二 
"oe (a), Q = (wi(0)). 


这 是 最 简 单 的 “斯 托 克 斯 公 


(29) 


, 它 将 在 边界 上 的 积分 和 在 该 区 域 的 积分 联系 起 来 . 


在 一 种 普 训 认同 的 意义 下 ， 训 的 四 克 志 间 的 公式 是 它 的 直接 椎 并 且 进 而 可 


以 形式 地 化 回 到 这 个 最 简单 的 情形 . 
加 到 一 般 的 情形 , 即 在 曲面 x = “(2 
的 区 域 0, 并 有 由 ie yz) 一 


ZF), = 1,- 


给 出 的 边界 {区域 由 不 等 式 了 2)<D 纵 


nn 上 有 尝 标 z1,.…. ,xz 


给 出 ) 


如 果 在 空间 x!,.… ,2" A 了 | 太一 工 阶 形 式 ( 即 (0, 一 


1) 型 反 称 张 量 ), 它 可 


加 为 Tw》 A A dzw-1, 于 是 可 以 对 它 在 ln 一 1) 维 出面 厂 , 即 
E11 
曲面 zi 二 wy) 二 上 区 域 TU 的 边界 上 进行 积分 . 
成立 般 的 定理 : 
定理 26.3. 对 任意 微分 形式 
T= 9 Tm dr A A deri, 
hl 


其 中 系数 于，s(z) 为 光滑 , 及 任意 光滑 曲面 zi{z1， 


;2*) 和 它 上 面 的 有 界 区 


域 U, 并 具有 光滑 的 边 滤 二 同时 它 由 一 块 片段 构成 , 那么 成 立 等 式 


+ /T= 
I 


/ dl. 
U 


(30) 


公式 的 平 几 情 撒 天 = 1,k 一 1 =0 已 在 上 面 指出 过 . 这 里 的 dT 为 天 阶 形式 


(hk 全 或 一 1 阶 微分 形式 的 反 称 的 梯度 ). 


在 二 维 各 三 维 情形 这 个 对 不 同 的 公式 被 命名 为 格林 ,高 斯 - 奥 斯 特 时 格拉 获 
基 以 及 斯 托 克 斯 公式 ; 这 些 公式 (30) 的 特殊 情形 独立 地 在 分 析 课 程 中 给 予 了 证 明 . 


我 们 来 考察 这 些 情 形 . 


1) 平面 情形 (n ~ 2). 给 出 在 平面 中 的 闭 明 线 Pie: -afuitaj = wi(b), 设 这 


条 曲线 围 成 了 平面 区域 0. 对 任意 的 ( 余 ) 向 量 场 madzre (一 


阶 形式 ) 定义 了 在 曲线 


荆 上 的 积分 . 如 果 向 量 场 Taaxs 在 区 域 U 内 部 有 定义 并 旦 没有 奇 点 , 则 成 立 公式 


HT 
Or 


ee 7 

fx dt dt f/f (2 

rT U 

f iar + Tady) — /f ( 完 
, Or 

fT Lr 


或 者 
DT 
-Oy 


) dr A dy. 


) ar! A dx, 


(31) 
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这 就 是 格林 公式 0 义 斯 托 训 其 定理 的 特殊 情形 ). 
下 面 补 充 的 是 关于 所 考虑 平面 为 复 变 时 > = 2 十 记 的 平面 情形 ， 设 f(z) = 
fz) 二 4x; 9) 十 说 (zy) 为 复 值 函 数 . 考虑 积分 


fi = 二 i){dr + idy) = fe — vdy)+i fo + wady). 


运用 格林 公式 有 
ee 到 2) wr ff (多 了 -RE) A 


满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ( 参 


我 们 得 出 结论 ; 如 果 函 数 J(z) 在 区 域内 部 处 处 光滑 , 并 且 
看 12) 


Ot Hu Du Du 
By Br Oy Or 


(32) 


于 是 形式 f(z)dz 为 闭 . 
由 此 事实 得 到 : 如 果 n 为 非 负 整数 , 则 4 zandz = 0 对 任意 闭 周 线 了 成 立 ; 如 果 
; 


n 为 俩 , 则 / zmdz 二 0 对 不 包围 0 点 的 周 线 成 立 , 并 且 1 2ndz 水 依赖 于 记 这 时 了 
了 
绕 0, 辟 如 ， 按 逆 时 针 方 向 进行 . 下 工作 为 单位 加 zx 人 站 = eit,0<tg27r, 由 简单 计算 得 


到 
.用 
站 az = 0， 如 果 n 关 一 1 
2mi， 如果 n= 一 1. 


了 


这 基于 重要 的 " 残 数 定理 " 就 是 说 , 对 于 一 致 收 伍 的 级 数 f(z) = 》 en(z 一 a)" 成 立 
有 公式 ( 周 线 了 绕 点 a 并 位 于 级 数 的 一 致 收 伍 的 区 域内 。 ”” 


元 az 一 27r3C_1， 
(33) 
¢e a) -f(zYdz = 2nicn_1. 
+ 

这 些 公式 允许 对 解析 函数 f(z) 展 成 泰勒 级 数 时 的 系数 (如 果 所 有 的 震 次 n>0) 

并 数 {一 0 二 ?< 00) 的 系数 道 过 积分 计算 出 来 . 
2) 三 维 情形 . 设 给 出 了 一 维 空间 , 其 毕 标 为 zl, z2.z3. 这 纪要 分 开 两 种 情形 :k 二 

2 和 上 天 一 3. 


8236， 反 称 张 重 和 积分 理论 + 201 ， 


a) 设 玉 一 3,5 为 区 域 , 厂 为 其 边界 . 于 是 成 立 公 式 


Oz O12ss O73 1 2 3 
ff/ De A dri = ff/ (aw 人 dr Adr Adzs. (34) 


?< 了 


如 果 zz3,23 为 欧 氏 各 标 , 令 71 一 Tos, T? 一 一 了 Ts; T3 下 2 则 可 以 定 久 向量 工 
如 果 进 一 步 谈 n 为 曲面 的 单位 法 向 量 , 则 根据 定理 26.1 我 们 得 到 


三 mm A dz’ -|/ (Tn}v olds! A dz?, (35) 
i T 


tj 


其 中 #1,z2 为 曲面 上 的 坐标 ,de = V19ldz! A dz? 为 其 上 的 面积 元 
另外 ， 


OT12 DT Ts HT 


一 =- 人 iv 了 
73 Or2 十 Drt DOr: ™ 


最 后 得 到 
(T,n}yv gd! Adz = {| {T,nyde = [div Tadr! A dw? A dx’. (30) 
1 [forme ]] 
这 是 在 三 维 空 间 中 的 高 斯 ， 奥 斯 特 罗 格拉 获 基 公式 ， 


b) 设 有 = 2,0 为 曲面 xi = xi(z1, sz 一 123 上 的 区 域 ,P 为 这 个 区 域 的 边界 
{曲线 ). 我 们 有 


0T 如 了 1 1 1 oT 加 QT 1 3 
fear =// (3 -3 让 )w A dr? + ( 疆 ) 六 dx 十 


Ts O75 
( 强 - 路) Am| (37) 


在 欧 氏 情形 , 不 需要 区 分 向 量 和 余 向 量 , 因而 可 以 将 反 称 张 量 (ZTy) 与 向 量 = (7 人 ) 
看 作 一 样 , 那么 我 们 得 到 了 (斯 托 克 斯 公式 ) 


4 Tudz™ = f | {rot Tn)dz! A dz?, (38) 
nn I 


_ 0 


一 相对 照 的 向 量 . 
T 


其 中 rot 工 是 与 反 称 张 最 {rot Tyos 
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因此 , 让 所 有 这 些 情 痪 中 , 借助 于 定理 26.1, 广义 的 斯 托 克 斯 公式 使 转化 为 各 种 
不 同 的 分 析 教 程 中 的 积分 公式 . 从 而 对 三 维 空 间 已 证 明了 它 . 

最 后 我 们 注意 到 , 在 广义 斯 托 克 斯 定理 的 公式 化 叙述 中 设 了 YY 
有 必 归 认定 边界 及 只 由 一 块 片段 纪 成 ， 如 果 边 界 厂 由 几 块 
片段 构成 (图 31), 则 在 不 同 的 块 上 的 积分 带 有 符号 + 或 一， 
即 需 要 选取 方向 . 以 前 在 = 1 的 半 几 情 埠 已 经 注意 到 了 这 
一 点 : 那 时 有 曲线 段 的 边界 了 由 两 个 点 组 成 ,一 个 有 符 导 +( 终 
点 ) 而 另 一 个 (起 点 ) 有 具 符号 ~-， 在 批 应 注意 到 ,在 表达 式 


/fm Vialas! ^ dz* 中 的 符号 选择 (或 者 是 所 谨 的 边界 网 31 
/ 


的 定语 "1 由 单位 法 向 量 5 的 方向 决定 (参看 后 面 的 826.4). 
我 们 现在 指出 广 艾 斯 托 克 斯 定理 的 “个 应 用 ， 


+1 0 


考虑 四 维 裤 间 #2 = ct,w1 ,wz3, 其 度量 g;; = 


0 _1 
半 速 二 为 时 间 . 
长 五 一 一 所; 为 电磁 场 张 量 ,大 一 0,1,2,3. 我 们 现 将 研究 这 个 张 量 在 时 间 
z0 二 ct 不 变 而 只 允许 进行 空间 从 标 wi,i = 1,3,3 的 变换 


2 一 220， x l,i 3) 
时 的 性 证. 此 时 , 张 量 (x) 在 四 维 空间 中 定义 了 电场 余 向 量 Es = 本 oa = 1,2,3, 


以 及 磁场 张 量 Hso = 一 Hog = Fsy 8 二 1,2,3. 如 果 坐 标 zz2,z3 是 欧 几 里 得 的 ， 
则 磁场 定 久 了 磁场 癌 量 (921) 


HH! = Ha, H* = —His, H? ~ Hio. 
以 微分 形式 表示 为 
dydr A dri) 二 0 ( 寿 克 斯 韦 第 一 对 方程 ) 


或 者 在 一 维 欧 氏 表示 中 则 为 


aH! 
a div HH = -二 0; 
) div Br 
bj rot E+ lH 0. 


cc ot 
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由 方程 ai 利 高 斯 - 奥 斯 特 罗 格拉 芯 基 公式 得 到 (其 中 了 为 区 域 U 的 边界 ) 


fa Hdr! A dr? A dz? = ff war = 
U 卫 


(" 罕 过 闭 曲 面 的 磁场 流 总 为 零 "). 
由 方程 p) 和 斯 托 克 斯 公式 我 们 得 到 


ff ot E,n}do = f Bare 
tr 卫 


(为 晶 面 上 区 域 0 的 边界 )， 
/fe ,nd 一 f Eade 
U Tr 


+ 


(通过 曲面 的 磁场 流 对 时 间 的 导数 的 负 号 值 等 于 电场 在 曲面 边 异 旋转 量 "). 
第 二 对 志 克 斯 韦 方程 的 形状 为 (85) 


ci 5 


SF 1 Fi 47r 
大 
pe Dx 


其 由 Ja = (co ,gap 为 电荷 密度 , j = (ji,j2,j3) 为 三 维 电 流向 量 (在 度量 


+1 0 
1 下 的 张 量 轧 . 的 发 散 量 等 于 ( 带 符号 ) 四 维 的 电流 向 量 乘 以 
0 -1 
da/e) 


在 三 维 形式 中 这 给 出 了 : 
aj div E 一 47p， 
18E 47， 
bj rot 了 一 zc 
由 8) 和 高 斯 - 奥 斯 特 罗 格 拉 芯 基 公 式 我 们 有 


ff drpdr! A dr? A dr? = ff&, dc 
i 2 


(通过 区 域 边界 的 电场 流 等 于 在 整个 区 域 上 的 总 电荷 的 4r 倍 ")， 由 b) 和 斯 托 克 斯 


定理 , 我 们 有 
ff Ra ff To, mar = 乡下 aor， 
[a 加 


二 
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其 申 了 为 些 面 上 区 域 更 边界 1* 通 过 曲面 的 总 电流 加 上 通过 这 个 曲面 的 电场 流 的 
导数 等 于 酸 场 在 这 个 曲面 边 始 上 的 旋转 量 ")， 

我 们 在 这 里 看 到 了 麦克 斯 市 第 一 对 和 第 二 对 方程 的 不 同 几 何 内 涵 ， 第 一 对 方程 
与 任何 的 空间 度 上 其 无 美 ; 至 于 第 二 对 则 没有 度 基 便 不 能 描述 ， 这 些 方 程 的 通常 形式 
与 欧 长 坐标 紧密 相关， 


4. 对 立方 体 上 的 广义 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 ， 
上 而 已 经 指出 , 经 典 的 格林 和 高 斯 - 奥 斯 特 风格 控 荡 项 积 分 公式 是 广义 斯 托 克 
斯 公式 的 特殊 情形 . 在 这 一 小 节 中 我 们 要 证 明和 积分 区 域 为 & 维 立 方形 时 的 广义 斯 托 
克 斯 公式 . 
跑 ” 中 的 奇 耳 立方 位 z 定义 为 光滑 上映 时 5: /* 一 民 ", 元 6, 其 中 天 为 尺 锥 的 笠 
卡 儿 立方 体 : 
I (Up, ,Orr 1}. 


方程 区 = 0 和 #9 = 1 分 别 定义 了 两 块 (& 一 1) 维 边 界 [和 1+( 图 各 ), 以 81* 表 
示 立 方 体 天 匆 这 界 : 87* =[ Ut UY 


设 wp ! 为 R" 上 (上 一 1) 形式 dip*! 为 其 外 微分 ; 严 设 上 
0 :J* 一 R* 沟 阁 异 立 方 体 . 
定理 26.4.。 上 成立 等 式 


lBI™)y ti] 
(我 们 假定 边界 87* 的 定向 由 立方 体 1* 的 自然 定向 诱导 , 另外 , 措 学 是 倍 助 于 
外 法 线 全 实现 的 }. 
注 ”这 里 的 积分 EF 9 是 对 立方 体 的 全 部 和 近 界 取 和 、， 
wlDIs) 
证 明 考虑 证 分 形式 ww 一 ao"(p); 由 于 vo* 与 运算 d 的 可 属 换 性 , 我们 有 du = 
dp = oldg)k 因此 对 所 要 求 的 命题 见 要 证 天 下 而 形式 即 可 : 


WwW = fu 
Or 到 


我 们 在 这 里 频 用 定义 有 
f ue= f wt 和 | "= f «ta 
~ 


CA afars) Gus 
四 更 说 乡 顽 说, 如 果 n(xr) 为 存 点 ze a1* 处 立志 体 的 外 法 线 , 出 到 上 在 > 的 诱导 定向 由 标 识 


{而 ,1 定 尽 , 使 指 fafzl us 二 是 产 的 已 到 定 惫 (因此 图 好 甫 出 本 二 推 博 带 中 
所 诱导 的 边界 二 的 定向 对 应 于 北 时 针 吉 转 方向 ,) 
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讽 四 := aafzl :GT A dere A... 入 dea， 此 中 anafe1 ,az8) 为 光 清 函数 ,而 
略 具 了 微分 dx". 1 是 
dy = eer A dr A A dS A A dah 
Or 


ne 天 
竺 yc 1) Bd of 小 ， | 
这 里 必 z = dri 和信 .…A 人 dz*. 为 了 简化 进一步 的 讨论 , 我 们 很 定 肖 数 a (xz1,… ,wx*) 表 
不 为 乘积 形式 
da (Tr, : ,二 一 I ba (ms), 
其 中 ha 为 单 变量 ya 的 光滑 听 数 . (回忆 分 析 教 程 中 四 证 明 过 下 面 的 定理 : 任意 光滑 
站 数 可 由 单 变量 光滑 冰 数 琵 积 的 线性 组 合 一 致 吉 近 ; 我 们 当然 不 会 在 这 里 证 明 它 .) 
以 显 式 计算 表达 式 fe 


fs 


fu -/ (Ec Te- 从 )- /人 (ZC 1)*- 0 (Is [zx91 )) 
I I® ” " 上 


= / (EC me ) -SE | dw 


- De 


ly) 
QUE (Lr -一 
pk (ry hh TT "/ a “ee 
| (4 人 讼 (z) 让 (zt x [CD 一 如 (0)]) 
和 / [EE tk) 
dx! A A PY A A drt 


= ff a) et) 
人 
pa(z BO0) (je AAA 


= J/ fe 人 ls 


af at AAA 


EI 
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26.1， 计算 音 基 交 度 其 下 群 3SD03, 正 ) 和 SUG2) 的 体积 . 

26.2，、 设 XX! 为 在 四 维 加 可 去 斯 基 空 间 及 1 中 的 向 旦 ,我们 定义 这 个 向 量 场 在 
三 维 超 曲 面 上 的 积分 (向量 场 通过 此 超 曲 而 的 “ 流 ”) 为 对 3 形式 Xid5; 的 积分 , 其 
中 


1 
09; 一 BV lalesnndr’ A dr A dr!, 


sjnii 为 4 阶 反 称 张 量 (其 定义 在 818.2 中 ). 试 由 广义 斯 托 克 斯 定理 推导 出 等 式 
【在 伪 欧 氏 举 标 下 ) 


f x'asi= / Bov 
Oni 
Bb 


26.3.。 设 50 为 空间 中 具 光 滑 边 界 的 有 界 区 域 , 而 空间 上 给 出 了 歼 曼 度量 gij, XX 
设 明 为 所 有 光滑 p 形式 的 空间 , 这 些 形式 在 5 的 外 部 均 为 零 . 我 们 谭 空间 f28 中 
引进 内 书 2 


(tv) = Fw A tivg, 
/ 
wa 为 22 中 的 p 形式 . 
a) 证 曲 室 间 芝 在 所 引进 的 内 积 为 欧 几 里 得 的 (参看 习题 19.2). 
b) 算 了 了 * 为 下 变 : 
(hi, fuay = {01 2g). 
0) 算 子 5= (Dr 三 与 忆 相 伴随 , 即 


fa ,2) 一 人 Guo) 


9) # 的 二 重 算 子 为 零 :65 = 0. 
6) 设 Y= 6+ 6d. 证 明 算 子 人 F 在 空间 /中 中 自 伴 : (Awyw2) = (wy,Awsay, 验证 
下 面 的 痢 换 关系 : 


Ad=dA, A6 一 5A， A#=*A. 


8$27. 复 空 间 中 的 微分 形式 


1. 算 子 4 和 a” 
了 六 为 复 空间 Cn 中 的 区 域 空间 的 坐标 为 Zl 人 可 以 考虑 “ 实 化 ?” 区 域 
DR, 其 实 坐标 为 x1，… ,wn,y!,… ,ym, 其 中 


2 一， 下 二 了. 7. (1) 
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向 量 -2 ，… ,0 日 ,8 构成 De 的 切 空间 的 基 . 我 们 将 考虑 复 切 空间 , 即 
和 zl Da Oyu!l Ou 
复 系 数 的 线 件 组 合 2 
17 如 9. 
> ok FE + (2) 
下 一 -外 Fl 
在 这 些 向 量 攀 成 航空 间 中 3| 进 复 基 上 访 是 方 使 的 , 即 基底 a EF, 其 中 
3 1/8 8 8 _1/9 OV, . 
Bar 2 ( 冶 i ) ” Bar 2 (zr | i ) | (3) 


为 了 得 证 进一步 更 为 清晰 的 公式 , 我 们 给 出 … 些 约定 . 对 应 于 带 “ 枉 ”的 坐标 的 
张 量 的 指标 也 常常 被 画 上 “ 枉 ”, 除非 那些 记号 已 经 有 了 “一 ”. 例如 , aprz* 素 是 对 这 
两 个 指标 都 求 和 (和 参看 下 面 的 公式 (4),(7),(9) 等 等 }. 
任意 复 向 明 & 因而 有 形状 
6 四 
这 里 的 半 显 为 实 的 当日 仅 当 的 情形 是 f= 点 . 在 复 余 向 量 (1 形式 ) 空间 中 的 对 
偶 基 的 形状 是 


dz = dr idye, dst = dr idyt, k=1,...,n. (5) 


任意 复 卡 形式 wl1<k&2n 是 表达 式 dz A Adziv Ad2n A...Adzi,p+g 二 上 的 
线性 组 合 . 因 调 w 可 以 表示 为 


二 0 二 Wk-1,1 二 十 Wp.k; {6) 
其 中 wpoyp 十 9 = 下 包含 了 P 个 微分 dz! 及 了 个 微分 4, 即 


Wpyg 二 i > 了 六 六 可 gz 名 办 dsi1 让 zja ， (7) 
其 中 分 量 473..3。 对 丁 指标 实 ,… ,i 和 为 ，… ,如 分 别 为 反 称 的 . 称 形式 wp,g 为 
,四 型 形式 . 
展开 式 (6) 不 依赖 于 复 坐 标的 选择 . 如 果 tl ,aon 为 区 域 中 另 一 组 复 坐标 ， 
而 zi = wi(z1,,， ,27) 复 解析 通 数 , 则 mo 只 是 dz1,.…. ,dz? 的 形式 的 线性 组 合 , 而 
dw 为 dz1,:… ,dz 的 形式 的 线性 组 合 . 
引 理 27.1. 微分 过 以 唯一 电表 示 为 
过 一 二 十 好 ， (8) 


其 中 对 于 (p,q) 型 的 形式 而 言 ,do 为 (p 十 1,9) 型 , 而 微分 oo 为 (pg 十 二 型 
算 子 &,dv 对 于 复 解析 举 标 变换 不 恋 . 
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证 明 对 形状 (7) 的 形式 wp 我 们 有 


] OTi .4 je Tn 3 ja 
Quip.g = Dial 了 > 一 dz A de A pe Adall A ph dz 
了 了 9 
一 1 AT: , - , 
CD SY gg A A den A dgi A dah A A dei, (9) 
Pa O21 
sy 
站 了 


我 们 以 wu 表示 这 个 公式 中 的 第 一 项 , 以 d's。 家 示 第 二 项 . 由 于 展开 式 (6) 的 

唯一 性 . 在 fp, 史 型 形式 的 和 中 算 子 了 利 qr 完全 由 等 式 (9) 所 决定 . 它 的 不 变性 来 

自 展 式 (6) 对 于 复 解 析 变 换 的 不 变性 . 引 理 证 旋 . 口 
推论 和 er 的 二 重 算 子 为 零 : 


(4d = (2 = 0, (10) 
又 这 两 个 算 子 间 是 反 奖 换 的 : 
dd = dd. (411) 
证 了 明 ”由 等 式 开 =0 及 必 二 性 =4 得 到 
0 = dwpa = (Owpa + (wa 十 (ap 十 ea 


厂 端 第 一 项 为 tp 十 2,g) 型 , 第 二 项 为 (p,q +2) 型 , 第 三 和 第 四 项 为 (p 十 19 十 1) 型 . 
因此 所 有 这 三 个 形式 均 为 老 . 从 而 得 证 . 
定 兴 27.1. 如 果 


dw=0 (12) 

则 称 {p,0) 型 形式 w 为 全 纯 的 ， 

例 27,1， (0.0) 型 形式 w 为 复 函 数 f(z1,… ,z",21,.… ,297). 条件 必 = 二 0 即 
函数 f 的 复 解析 性 的 条 件 ， 

OF 

在 … 般 倩 形 下 , 如 果 (p,0) 型 形式 的 系数 为 复 解 析 函 数 , 则 形式 。 为 全 纯 ， 

2. 凯 勒 度量 ， 曲 率 形 式 

区 域 D 中 的 埃 尔 米 特 度量 中 隐 数 组 gji 给 出 , 它 参 照 每 个 坐标 系 (z1,.…. ,z") 
满足 

a) gjk 一 Ges: 


b) 在 坐标 变换 2 = z7(21，… ,a"), 7 =0, 我 们 有 


27， 复 空间 中 的 微分 形式 .209 . 


问 zy ff Dok - 
Oh gt er ( BaF) 


0) 形式 gj16E 为 正定 (由 于 a) 其 为 实 的 ). 
复 切 问 是 二 = (各 外) 和 = (天 ) 的 复 内 积 由 公式 


(EC = RE (13) 


给 出 . 内 积 (,)c 不 依赖 于 复 华 标的 选取 . 它 在 实 区 域 DF 中 给 出 了 黎 曼 麻 量 (ya 为 


EMR = Reté, Me (14) 
{参看 §11,21. _ 
对 实 向 量 即 对 6* 一 太一 的 向 量 cm 它 满足 埃 尔 米 特 条 件 
{De = (0, Oe, (15) 
故而 表达 式 
{, 9} = -3Im(€, WD)e = 5 | eo 
= Sg (到 了 < (10) 


对 和 性 起 反 称 的 , 从 而 给 出 DR 上 的 二 阶 微分 形式 . 形式 只 的 姨 式 表达 为 
人 2 二 六 六 (17) 


成 而 有 为 0,1) 瑰 ， 
定义 27.2. 如 果 埃 尔 米 特 度 量 gj# 对 应 的 形式 1 为 闭 , 即 
dn = 0, 
则 称 叱 度量 为 饥 勒 度量 . 
蜗 勒 条 住 的 几何 意 交 将 在 829.4 解释 清楚 . 
例 27,2。 很 设 在 二 维 实 曲面 上 区 域 D 上 引进 了 共 形 坐标 . 在 其 中 的 度量 有 形 
状 


ds* = Odzdz. (18) 
于 是 只 为 曲面 的 面积 元 : 
0 = 5 VIde + idy) (dz ~ idy) = Vode A dy. 


由 于 维 数 的 原因 ,2 是 闭 的 , 从 而 这 个 度量 总 是 凯 萌 的 ， 
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引 理 27.2。 设 gj 为 埃 尔 米 特 度量 ,g = det(gyi). 令 
ly 
i 二 oi dln go. 


球 愉 为 {1,1) 形式 . 
证 明 只 帝 验 证 形式 w 的 定义 不 依赖 于 复 坐 标的 选取 . 作 复 解析 坐标 变换 


27 = gil, 0), 2 = 0. (19) 
设 了 det ( 2 . 对 应 的 实 坐 标 变换 的 雅 可 比 为 jj ( 见 812.2) 于 是 此 时 埃 


尔 米 特 形式 的 矩阵 的 行列 式 了 为 


由 此 


dnd=adln dn idng= dn + dn g, 


由 于 函数 7 的 解析 性 , 其 中 d'In 了 = 0. 另外 ， 


ading=d dn +a ding= -dan +d dn g= dd yg, 


在 其 中 我 们 用 到 了 等 式 #4 = 一 we, 而 好 = 0. 引 理 证 论 . 
再 考虑 在 共 形 坐标 下 的 二 维 实 曲面 的 度量 gazasz. 我 们 有 定理 : 
定理 27.1， 形式 w= 2 dn 9 为 


1 
“= 


其 中 K 为 曲面 的 高 斯 虹 率 , 而 形式 人 二 gd 和 dz 为 面积 元 . 
证 明 我 们 有 


2 


机 
DzOz 


dd ng 一 In gdz A dz. 


我 们 在 $13.1 看 到 , 对 计 给 了 共 形 坐标 的 曲面 而 言 2 2 等 于 高 斯 曲率 . 证 完 开 
yg O20 
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§28. 共 变 微分 


1. 欧 氏 联络 
在 825 中 我 们 分 析 过 取 反 称 张 景 ( 张 量 场 ) 梯度 的 运算 , 它 变 到 阶 数 增加 三 1 的 
反 称 张 量 . 这 个 运算 在 分 量 上 为 


鼎 十 1 OT i ， 
(dT) 一 OD (1) 
特别 大 二 1 村 有 3 yy 
了 电 
(Da = Fs (2) 
在 那里 也 曾 指出 过 a7Y' 仍旧 是 个 张 量 (对 大 = 0,1 有 严格 的 证 时)、 也 指出 过 算 子 4 
十 蛤 :一 的 不 依 束 于 几何 结构 的 作用 在 张 量 上 的 微分 算 子 ; 这 里 所 说 的 唯 . -性 的 意思 


是 指 所 有 其 他 这 种 微分 算 子 都 可 化 为 它 和 它 的 纯粹 的 以 前 所 列 出 的 代数 运算 (指标 
置换 , 加 , 积 , 版 迹 ). 

关于 函数 梯度 在 上 其 笛 卡 儿 华 标 x1,.… ,zx* 的 空间 中 的 fp,9) 型 张 量 上 按 常 规 的 
推 矿 


守 
tiip BT. (3) 
dior Or 1! 


也 已 经 指出 过 , 这 个 运算 的 结果 并 不 是 (p,q + 1) 型 的 张 量 . 央 为 我 们 会 经 常 遇 到 这 
个 运算 , 我 们 将 指出 .一 类 变换 , 在 这 类 变换 下 其 变化 结果 就 像 张 呈 那样. 这 就 是 线性 
变换 
定理 28.1。 如 果 在 空间 中 给 出 了 坐标 和 张 量 了 = TH 如 , 则 在 所 有 线性 坐标 
变换 


了 = 后 2 i,j = 1 a5 一 前 数 ， 六 2 生 蚊 一 全 


下 , 场 
1 
和 
Hk Ort 


像 (pg 上 +D 型 张 量 那样 变化 . 
证 明 对 线性 变换 , 我 们 有 
O27 


Or 1 Le . 
一 沉 数 ， Fg 


= 0, 


二 Bb? = 常数 ， a = 下. 
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按 张 量 的 定义 


i ip D2 Oakr Br ris ny 本 

Ma TB Be Br Bm 的 2 OL) ， (4) 
其 中 后 二 站 人 ( 辣 一 向 和 一方 和 大作 一 有 -因为 村 = 常数 刀 == 党 
数 , 如 在 微分 公式 (4 下 , 我 人 将 有 


gTFH) gr 
FH HD Hm pl) Gl) 一 O70 Oe a 
Cr Ea DaT iy <7) me 全 2 | Qt ) 
国 Dt) 
= Tr (5) 
这 是 张 量 的 变换 规则 . 定理 得 证 . 口 


我 们 在 证 明 中 关键 地 应 用 了 2 = 0, 例如 , 考 虚 (0,1) 型 和 (1,0) 型 张 量 : 


oT OT 
DE 一 十 下 让 Br i 


由 刚 岗 证 明 的 定理 知 廿 ,。 和 Th 对 于 线性 坐标 变换 像 张 量 那样 变化 . 在 - 般 的 坐标 


一 TT, 


变换 二 wiz 兰 0 下 , 我 们 有 


RD27 
Fo no) oo Pr 
Oe Ozr \ Oa) ber Ozi "Oza0 zi 
HOT: Or? Br’ ,, Or ， Brp Dr’ D2 ri 


一 


这 里 的 五 是 在 坐标 系 (z) 下 的 分 量 , 而 全 昨 在 坐标 系 (zx) 下 的 分 其 . 因此 ， 一 般 变 
换 公 式 的 形状 为 _ 
OF 这 dr odr or’ 


Ba Ta ™ Tp gos Bai + Tara0z7 (6) 
TT 5 7 不 具有 张 量 的 特征 . 如 同 在 弛 5 征明 过 的 , 表达 式 
(Di = Ts -Dw = (To ~ Tin) SE 
= (dn 
为 张 量 . 然而 其 对 称 部 分 
B+) (Tap + TD) Oe | yp, 


Oz O21 “BzrDei 
不 是 关于 仔 意 坐标 变换 的 张 量 . 
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对 于 张 量 T' 我 们 有 类 似 的 
joi _D ( Ed aTiBz ,9 (各 ) 


| PE 
i Bzt Bz! Or ri 


Osi Or ~ Ozt 


_ OT Orr Be? Tt O27 Arr (nD) 
Arr Pet Ort ridr Ol : : 


可 清楚 看 出 , 由 于 第 一 项 这 不 是 … 个 张 量 . 由 (7) 得 到 


7 一 BT 加 DT rr Ot ET O2213 Ury 
3 O27 Or? Oa Omi OriOrY Oi 


， 2 De 人 2 
一 7 十 7 -二 ， 8 
Tp I rir Dz i D27 riOry 名 


注 2 = 7 (在 欧 氏 坐标 下 进行 计算 ) 常 被 称 做 向 量 场 的 发 散 量 ， 这 个 表达 
式 灶 于 帮 线 性 坐 书 ep 

这 个 公式 ~… 般 只 几 丁 欧 氏 坐标 (zx1,-… ,z"), 而 发 散 量 的 意义 在 于 : 如 果 给 了 空 
间 中 点 的 人 全 入 


zi Ey a 十 了 if ,29 一 ww 


则 在 区 域 位 移 后 欧 氏 体积 元 dr!1 人 A.……Adx" 得 到 了 增 量 Tidz1 人 .Adz" (参看 822.2)， 
我 们 现存 返回 到 梯度 


Ts = ~ (9) 
Flo Dr 
的 变换 规律 . 由 于 所 证 的 定理 , 我 们 的 定 只 只 在 欧 氏 必 标 2 和 在 欧 氏 线性 变换 


1 A 
x 一 2, 0 二 诺 数 


下 得 到 的 不 同 坐 标 中 进行 这 种 运算 ， 

我 们 已 证 明 , 在 另 一 个 相同 于 (x) 的 非 线 忻 变换 得 到 的 坐标 系 中 , 按 这 个 公式 进 
行 运算 时 , 我 们 得 到 与 TO,, 相伴 的 表达 式 到: 5 是 非 张 量 规律 的 变化 . 

现在 到 了 以 曙 一 -种 观 点 看 这 个 问题 的 时 修了 我 们 从 什么 地 广 知 道 , 肥 梯 麻 的 
运算 -… 定 要 由 同一 个 公式 定义 ? 

可 以 假定 下 面 的 情形 : 

ai 这 全 三 其 儿 里 得 几何 度 有 完全 实质 性 的 联系 ; 

pb) 只 能 在 欧 氏 坐标 x 下 它 才 能 按 公式 (9) 进行 ; 

cj] 作为 这 个 运算 的 结果 应 得 到 线 碟 . 

记 这 些 假定 得 出 什么 推论 ? 应 按 什么 样 的 公式 这 个 运算 能 应 用 于 其 他 的 与 欧 氏 
非 线性 变换 有 头 的 坐标 系 ? 对 这 些 假定 得 出 的 结论 , 我 们 首先 应 该 计算 在 攀 氏 坐标 
2 下 对 向 量 场 ? 进行 运算 的 结果 , 并 用 只 有 在 这 之 后 ， 根据 张 量规 律 , 转换 
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这 个 结果 到 (任意 ) 其 他 坐标 系 上 :x = wi(z1,… 2% 二 了.… ,mR, 利用 纵 写 , 我 们 
FA 


Ee 


按 定义 , 我 们 假定 TZ 名 ,为 


Gi 
= 


Lp (7) = 1 jg 


Ox: 
张 量 . 因此 有 


-i) Bll) Dzlk) Ors 


Fe De 
《全 Dis zl) Or 月 sr， 
其 中 | 
Br) Orn ris Be) Pohl Oz 
Bd) Oz dae’ rd Bra Or 


问题 是 , 在 坐标 系 (z1,…… ， 


为 简明 起 羌 考 虑 向 量 场 (下 利 余 同音 场 (了 T). 在 这 种 情形 下 , 由 (11) 得 到 


二 
一 了 


因为 了 ~ 地 , 故 由 公式 


zs 


z) 下 什么 样 的 运算 可 以 由 人 9 得 到 了 的 ? 


4; Ozt Or ~ OT Has 


i Oe’ Dra Hrs zal Par 


(12) 得 到 


sk OT Ors zs _ OT! Ozk 
Or Ori Ov: zr Ori 


. 回想 有 2* = Ti 由 (13) 得 到 等 式 


OT Dzr* 


O 


Tk 
Tg = 


Oz Or Oz 


多 4 EE 
tT Oz ( 乱 ). 


由 于 Ti 二 FT 于 是 得 到 下 面 的 等 式 


k OT™ zs Dri Bz dr™ 
Oz9 Bz ridr™m dz 
项 引入 记号 
PE Or Or™m OQ2z* 


59 Oz Dz Dridrm 


公式 (15) 便 有 了 最 终 的 形式 


我 们 便 证 明了 


OT 
ER 
To 他 2 


十 了 了 2. 


G0) 


(11) 


(12) 


(14) 
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定理 28.2， 如 朵 向 量 场 (7") 的 梯度 在 任意 坐标 变换 下 如 同 张 基 那 样 变化 , 且 
在 欧 开 坐标 (x) 下 按 通 常 的 公式 


dT: 
Tk = Bar 
计算 , 则 在 任意 其 他 的 坐标 系 {z) 下 , 这 个 梯度 的 计算 公式 为 
OT 一 。 
人 


共 中 系数 I 由 公式 (16) 定义 . 

按照 类 似 方法 我 们 可 以 变换 余 向 量 场 的 表达 式 : 

Hr’? Hrs OT dr? Oxi OT Ori 

Hzt Ozr Ors Dar zt zr Bz! 

0 (0) Or _ OF (08% Ooi ,om 0 (Ok 
GE ( 5 ) Do zr (车 3 ) Bz Her 《3 


_ ON x Om 0 (党 _ Ni ~ (如 Ups 22s ) 


Fir 一 Tj;s 


0 十 于 T 


站 xm ! 站 3 Oz" Do Orr Ort Oz" OrI Or 
oT 
”可 一 全 全 


i ns ok 

其 中 Tr = 2 入 吉 

因此 , 我 们 证 明了 

定理 28.3. 如 果 余 向 量 场 (7) 的 梯度 在 任意 坐标 变换 下 如 同 张 量 那 桩 变化， 
且 在 欧 氏 学 标 系 (z) 下 , 按 通 常 的 公式 
ds 
rr 
计算 , 则 在 任意 坐标 系 (z) 下 , 这 个 梯度 的 计算 公式 为 


ik 一 


~ a ~ 
Ti;k = BE Ti Ts, (18) 


其 中 数组 15 同 于 定理 28.2 中 对 向 量 场 (Ti) 的 表示 , 即 按 公 式 (16) 计算 . 
因为 在 构造 版 梯度 的 运算 中 ， 我 们 从 对 变换 这 样 的 要 求 出 发 旭 在 任意 坐标 变换 
?=2(2 下 其 结果 如 同 张 量 一 样 ; 故而 我 们 得 到 了 对 向 量 和 余 向 量 的 不 同 公式 . 


去 = 多 ~ 到 元 《对 余 向 量 )， 


OP 


但 函数 组 P& 则 是 公共 的 . 
我 们 在 这 里 不 对 任意 (p,q) 型 张 量 进 行 计算 , 但 将 不 予 证 明 地 引入 结论 
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定理 28.4.， 如 困 (p,q9) 者 张 量 场 TI 的 梯度 了 在 任意 坐标 变换 下 如 同 张 
盟 - 样 变化 , 并 且 在 欧 氏 坐标 系 (x) 下 按 公式 


yi) 
TO -人 0 
[2 rk 
了 | 等 , 则 在 任 音 其 他 坐标 系 一 Zs) 下, 它 的 计算 公式 是 
移交 


( 记 导 站 (es 一 和- 一 局 表示 ,在 组 各 … 局 中 应 取 i 宕 换 上 ), 其 中 请 数组 
TE 按 同 一 公式 (16) 计算 . 
例如 , 对 于 2 阶 张 量 我 们 有 


2 了 Tp ps Fa 
Da = Bk tay Ths — Toh, 
x 0 2 , 

Dijk 一 四 Tpj TR 了， 


FY = 一 下放 人 


By 四 
张 量 7 的 梯度 以 TQ 来 表示 , 其 中 全 一 下 全 二 石和 
应 该 强 注 我 们 所 引进 的 运算 与 欧 几 蜂 得 几何 有 着 本 质 的 联系 . 关键 之 处 在 十 我 


们 用 了 下 面 的 商 个 要 求 来 定义 这 个 运算 : 
a) 运算 得 到 的 结果 是 个 张 量 
b) 在 欧 氏 坐标 下 它 按照 通常 的 公式 计算 : 
9 BG 
TO ~ Ors 


(以 现在 这 个 运算 的 疯 点 看 , 也 可 以 说 , 堵 样 的 坐标 使 在 其 下 的 任意 张 量 的 梯度 可 以 
按 上述 公式 计算 时 就 称 此 坐标 为 欧 几 里 得 的 . 

还 妇 解 尽 阴 数组 下 = 区 (z) 在 坐标 变换 zi = zi(z),i = 1,.…n 下 是 如 何 变化 
的 . 

如 果 给 出 了 欧 氏 侯 标 


{z ,To ri(z) = x (2(2)), 


风 按 公式 (16) 我 们 令 


FE Or! Dr’ Far Oe™ Dzt 


mm Oe Dar ridr Broza dem (20) 
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在 坐标 系 【2 中 我 们 有 


pe Or: dri tka _ Ca OK | (21) 
Pa OzD' D2 Oridri az? Der Oem 
由 公式 (20) 和 (21) 得 到 了 
Ph Oz? Oat Ozk Or Ori zt O23 
PDOzp" Oz Dridri zp Orr OzP' zr 
Dz Dr: Ori D2 zt Bzt Bari 
OriDri zr Bozd Ozr'Ory Bri Ozr D2rr 
这 里 我 们 用 了 等 式 
zr(z(2))] 8 /Oz Ori 
B27rBzr Oar \ Ori O29 
_ Hr: Dot 十 Or: zt Bri 
OzP' Or ri bz? ridri Oz 
因此 
i Oz ar Ox ok Oni 
到 Do azd Orr Oz Or dep der 
由 此 得 乔 等 工 
Deze te dz? O29 加 3 zz 加 D2 Oar HA2zi 
zk PDer B29 OzPfazr Ork Hr’ Dz?’ Dzr 
ri Bes Te 
上 2P Oz Ooi Pq 
最 后 得 到 了 变换 公式 
， BEd 中 2P O23 D2 
kK k 
Ip’y Ozt ( ?9 Dap’ Dz pr) . (22) 


河 于 发 展现 加 广泛 的 张 量 的 共 变 微分 概念 而 言 , 我 们 将 利用 上 面 所 得 的 结果 作 
为 其 理想 的 基础 ; 这 个 新 概念 已 不 再 与 原始 的 欧 氏 坐标 系统 有 任何 关联 了 

定义 28.1， 如 果 在 任意 坐标 系 21,… ,za 中 给 出 了 函数 组 7 (z), 使 它 在 坐标 

变换 z = z(z') 下 按 公 式 (22) 变换 , 则 说 给 出 了 任意 类 型 的 张 量 的 共 变 微分 运 

算 (到 梯度 的 运算 }. 称 T(z) 为 克 氏 ([ 克 里 斯 托 费 尔 ) 符 号 ， 

对 于 问 量 和 余 向 量 我 们 的 共 变 微分 运算 ({ 樟 庶 } 的 定 闵 公式 为 


oT 

Th Br TD, 
OFfs F 

Bin = Bk TD: 


而 对 一 般 的 张 量 则 是 公式 (19). 分 量 5 的 变换 规律 (22) 原本 出 于 要 求 张 量 的 梯度 
重新 为 张 量 (虽然 路 并 不 构成 张 最 ). 这 个 事实 将 在 下 - :小 节 中 加 以 证 明 . 
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注 1 常常 称 共 变 珀 分 (梯度 ) 运算 为 微分 - 几何 联络 . , 
_ ort 
注 2 如 朵 存在 坐标 x1,… ,2 使 得 夺 =0 (或 者 在 此 坐标 中 TO = 万 名 


站 2 天 
也 称 这 样 的 坐标 汶 欧 几 里 得 的 . 
注 3 共 变 微分 运算 常常 以 符 导 W 表示 : 


). 


Va 0 = TH, 


2. 任意 阶 张 量 的 共 变 微分 
我 们 已 定义 了 向 基 ( 余 向 量 ) 场 的 共 变 微分 为 - -个 运算 , 人 它 在 任 …… 个 坐标 系 
2 与 成 公式 


oT 


73 一 ;十 用 ;TT* (向 量 场 )， (23) 
Ty = Se- ST ( ( 余 向 量 }. (24) 


这 里 的 了 及; 为 在 所 给 坐标 系 中 的 某 个 两 数 , 它 在 坐标 变换 下 按 规律 (22) 变化 ( 克 氏 
符 导 ). 

皮 过 来 : 设 在 每 个 坐标 系 2 ,zx* 中 给 出 了 两 数 (zw). 我 们 以 (23),(24 给 出 
向 量 各 余 癌 量 场 的 共 变 微分 . 我 们 将 证 明 , 对 丁克 在 坐标 变换 xi = vi(wY ,ze) 
下 的 变 换 规律 (22) 被 下 面 的 要 求 条 件 决 定 ， 即 闪 变 微分 的 运算 结 果 是 个 张 量 . 成 并 
下 面 定理 . 

定理 28.5。 在 举 标 变换 zi 一 oo 0) 下 了 天数 4 的 变化 公式 为 


站 TD Bri Or 2 


I = Tz T - 一 | 
“I ri Or Or ri Ont ri (25) 
证 明 ”因为 表达 式 | 
oTi 
Ft T= 
为 张 量 , 则 有 (利用 等 式 Th = TY 9) 
J OT op OT YY Or Dri 
了 一 dL 十 dp 一 (车 十 TeyT ) 于 Ozi Dr 
_ Ort OT’ | Or ri 
Or Ox Ki ri rr 
De 8 a Or i np ONE Or Bri 
Ot rr (7 jr) + Ty Brk’ Br Bri 
Or Ovi Te ‘Br’ ri : Ork Or Ori 
二 | 
Ti Orr’ Br + rt 站 ri 人 5 加 Te Drs Bei’ 
5 


天 
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Te Bok Ori Bo Ow’ Pai ) 半 


™ Br Kr Or Ox: Op: Ome On 
由 此 得 到 所 要 的 论断 . 口 
推论 1 符号 Ti 只 在 线性 的 或 者 仿 射 的 坐标 变换 x = az :2 小 
Dr! 


三 和 下 同 于 张 量 的 变化 , 其 中 和 便 等 式 对 所 有 的 47 成 立 . 


OTK ps 
推论 2 交错 表达 式 


Tey = Ty — Te = Ty (26) 
构成 一 个 张 量 ( 挠 率 张 量 ). 
证 明 ”由 公式 (25) 可 清楚 看 到 , 在 指标 六 和 ? 置换 时 人 地- ey 7 
无 变化 . 因此 了 6,, 的 变化 规律 将 完全 不 包含 这 一 项 , 从 而 为 张 量 . 口 
根据 推论 2 的 结论 , 我 们 引进 定义 : 
定义 28.2. 如 果 挠 率 张 量 i = 及， 但 等 于 零 或 者 和 ;= 六 则 称 联 络 7 
为 对 称 的 . 
例 28.1. 如 果 存 在 欧 氏 举 标 x1,… ,zx” 即 表 示 Th = 兰 0， 则 搁 率 张 量 等 于 志 ， 内 
而 欧 氏 联络 是 对 称 的 . 在 另 一 坐标 zw 2 ,zi == zi(z), 符号 Ej 有 形状 


站 
1 2 2 _ 
Dr? DT Oxi 


这 个 表达 式 对 k', 7 对称， 
现在 转向 有 具 任 意 阶 的 张 量 . 任意 阶 张 量 的 共 变 微分 被 下 面 的 要 求 唯一 确定 : 
a) 共 变 微分 是 个 线性 算 子 ; 
b) 零 阶 张 量 (函数 ) 的 共 变 微分 ( 共 变 导数 ) 为 通常 的 导数 


Vif = {27) 


of 
Oz ; 
c)] 向 基 (人 向量 ) 场 的 共 变 导 数 由 公式 (23) 和 (24) 给 出 
d) 张 量 乘积 的 共 变 微分 按 霖 积 的 微分 公式 计算 : 


(OD (jg yo 
VTE = (VRID )SE + RE VES), (38) 


其 中 TO = R25 为 张 量 狠 积 . 
作为 基本 的 例子 我 们 考虑 2 阶 张 量 74 ;73 75 有 
定理 28.6， 在 满足 上 面 所 列 的 共 变 微分 的 条 件 时 , 二 阶 张 量 的 共 变 微分 由 下 
面 公式 给 出 : 


- 220 - 第 四 章 张 是 的 微分 学 


sm OT 
VAT = B+ METS + THTH, (29) 
OT 
YkIY 二 让 十 天 下 一 (30) 
Vedis 三 at 了 和 了 TT {31) 


对 于 (p,q) 型 张 量 TO 全 = 三 (四 二 五 为 的 共 变 微分 按 下 面 公式 计算 : 


aT 
以 到 (7) (iD 了 【Fn 
VL = ~ Bre — Ta Tk 2 了 十 
TO Th TT, {32) 


证 明 我 们 对 (0,2) 型 张 量 T5 进行 证 明 , 其 余 的 类 型 完全 类 似 ， 
设 ei,… ,en 为 丫 量 场 的 基 ;el,… ,er 为 余 向 量 场 的 对 个 基 ;(ei,ey) = 而 ; 这 些 
张 最 的 分 旦 为 
(ce = 6 = (es. 


因此 由 公式 (33),(24} 我 们 得 到 
Vihei = THey, (33) 


We 一 一 (34) 


{ 这 些 公式 可 以 作为 态 , 的 定义 ). 
具 分 量 Ti 的 任意 张 量 工 有 形式 


J1 3 


T= Ta" en Bei, Heh 区 


特别 ,(0 型 张 量 的 形式 为 了 = Tyei @ ei, 利用 运算 Vs 的 性 质 于 是 有 


YI) = Vx( Ty)e’ Belt+ TVee Belt Te: Ve 
DT; 


一 Be Be 一 下 开罗 时 一 Tie' ® Ihe! 
DT . . 
- (器 - ay kT 一 rh) er WR el. 


因此 张 量 宁 , 工 的 分 景 为 


Drk 一 了 7 一 Ti Ta 


然而 按 定义 这 正 古 Tj. 证 完 . 


3829。 共 变 微 分 和 度量 .231 ， 


注 ”如果 殊 为 向 量 场 ,TT 为 余 回 量 场 , 则 定义 了 标量 场 TiT; ( 张 量 乘积 的 迹 ). 
根据 所 费 求 的 条 件 a} 一 d) 有 公式 


0 人 dep 
BRT) = (VT YL + TVaT) 


人 1 oT 
(eh n+ 全 下 -ND ) Tr 


= Fr (TD) tT TIT — TT, 
: Ee 
几 此 公式 我 们 看 到 余 向 草场 的 共 变 微分 的 分 量 / 针 应 该 与 向 量 场 微分 的 分 量 的 
符号 相反 {但 模 相 同 ), 以 使 对 标量 Ti 的 公式 和 (TD) = (VeTON + TVED) 


习题 

28.1.。 设 二 二 为 曲线 7 = ?人 二 的 速度 癌 量 . 令 Vyn = 和 win 它 定 义 了 向 量 
场 » 沿 曲线 7 的 共 变 导数 . 证 明 场 Yn 只 依赖 于 场 ”在 曲线 * 上 的 值 . 
8$829、 共 变 微分 和 度量 


1. 向量 场 的 平行 移动 
如 果 二 一 (9 为 在 点 已 处 的 任 … 个 向 量 , 则 对 任意 (p,q) 型 张 量 了 定义 它 的 
沿 & 的 方向 导数 为 


VET = VT. {1) 
它 是 个 张 量 , 并 在 此 点 仍 为 (p,g) 型 . 对 于 标 基 ( 零 阶 张 其 ) 算 子 ye 为 
ve (9) 


即 与 沿 方 向 (在 已 知 点 上 ) & 的 函数 F 的 导数 . 回忆 §23, 如 果 我 们 沿 空间 曲线 


ri i) i= ln 


运动 , 并 且 如 果 函 数 / 沿 此 曲线 的 速度 向 基 方 向 的 导数 等 于 零 , 则 此 函数 沿 曲线 不 
改变 如 果 二 夺 一 条 fo 的, 的) = 0 其 中 kf- 多 -为 速度 向 量 , 于 是 


(2,… 27 有 )) 一 常数 . 


. 222 . 第 四 章 张 最 的 微分 学 


是 否 对 向 量 场 其 至 张 量 场 成 立 类 似 的 结果 ? 这 个 问题 目前 并 没有 意义 , 因为 向 
量 (或 张 量 ; 在 不 同 的 坐标 系 中 丰 不 同 的 分 量 ; 因此 不 能 比较 在 空间 中 不 同 点 给 出 的 
丙 个 向 重 或 张 量 . 人 这样 的 比较 昔 少 需要 空间 中 - 些 附 加 的 几何 结构 ; 这 个 附加 的 结 
构 就 是 共 变 微分 (联络 ). 

现在 空间 中 给 出 了 举 标 (x1,…… ,x"). 共 变 微分 了 和 任 -- 条 曲线 xi(n), a&t&b. 

定 忱 29.1. 我 们 说 向 各 ( 张 量 ) 场 工 滞 曲 线段 wi = Ti(f), ot&b 为 共 变 常 向 

量 或 平行 , 是 指 这 个 场 工 在 曲线 上 每 点 的 沿 曲 线 的 速度 向 量 的 方向 其 变 导 数 等 

十 冷 : 


VeT = VT =0, ogteh, {3) 
ko dr 
《一 dt 
对 问 量 场 我 们 有 
VT = Er VAT = Et (于 + 1.7) =0, (2) 


我 们 要 着 重 指出 ，-- 般 说 来 平行 性 的 概念 依赖 于 曲线 . 例外 情形 呈 测 声 在 欧 氏 几何 
中 : 在 欧 民 坐标 (x1,… ,x") 中 我 们 定义 平行 向 量 场 是 作为 在 这 些 欧 氏 坐 标 下 具有 
党 值 分 贡 的 场 . 这 些 场 显 然 沿 任意 出 线 都 是 平行 的 . 由 于 共度 微分 的 结果 与 坐标 
的 选取 无 关 , 尽管 在 新 坐标 下 它们 的 分 基 依 赖 于 点 ,这 个 场 将 仍 热 症 任 意 坐 标 系 中 
平行 . 

我 们 将 看 到 ,再 不 同 点 的 向 量 的 平行 性 的 概念 既 与 共 变 微分 {微分 几何 联络 } 
有 关 , 也 与 联结 这 两 点 的 路径 有 关 ， 为 了 把 我 们 所 引进 的 几何 表示 与 最 基本 的 中 学 
教材 内 容 联系 起 来 ; 我 们 回忆 那个 所 谓 的 欧 几 里 得 第 五 公设 :“ 如 果 在 点 王 结 出 了 一 
条 直线 , 则 通过 任意 -点 @ 只 能 引 一 条 平行 于 它 的 直线 ”. 对 我 们 来 说 , 这 样 来 理解 
这 个 公设 是 方便 的 (可 能 并 非 完 全 是 形式 的 ): 在 欧 氏 几何 中 , 如 果 在 点 忆 给 出 了 向 
量 (Ti)p, 则 在 任意 点 @ 存在 , 并 且 唯 一 的 一 个 平行 于 它 的 向 量 (TH)e. 

这 里 恰好 可 以 提出 这 样 的 问题 : 这 些 在 不 同 点 P 和 @ 上 附着 的 广义 的 平行 向 
量 是 什么 ? 接 定 义 , 向 量 总 是 附着 在 已 知 点 .上 的 (任意 张 量 也 - - 样 ) 

我 们 来 定 久 向量 77 从 点 忆 = (全 二 ) 到 点 @ = 人) 沿 曲 线 zi( 认 
平行 移动 的 重要 概念 , 其 中 zi(0) = 于 ,zi = i 

定义 29.2， 设 7? 为 在 点 卫 = (大 ,23) 的 向 量 ,wi 一 如 的 ,0<t<1 为 -- 曲 

线 , 由 点 PP 到 点 @ = (x1,.… ,zw?). 如 果 在 县 线 上 所 有 点 上 上 从 出 了 向 景 场 Ti, 它 


沿 此 曲线 平行 : vr =0 对 所 有 0<tg1 成 立 , 旭 称 向 量 了 3 沿 此 曲线 从 点 


了 平移 到 点 驴 . 当 t= 0 时 ,向 量 场 条 在 点 P 应 该 与 原来 的 向 量 T8 重合. 当 
t 二 1 时 向 量 场 在 点 @ 为 向 量 75, 称 它 为 TS 沿 所 给 曲线 zi = zi( 四 从 PP 天 
包 平 称 的 结 
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在 坐标 x1,… , x”* 中 我 们 得 到 


CR dare ari dE ; 
一 一 了 1 0. 5 
Har 外 dt dt ( dt rh ) 7 0 (5) 
这 .是 平移 的 方程 . 初始 条 件 { 当 +==0) 为 
了 (0 = TS, i=1,..-,n. (6) 


方程 (5) 对 7 是 线性 的 ， 巾 微分 方 得 解 的 存在 件 和 唯 -… 性 定理 以 及 解 的 拓展 
性 定 课 , 对 丁 人 性 意 光 滑 曲 线 我 们 有 如 下 结果 : 

定理 29.1， 沿 任意 -条 男 定 的 光滑 曲线 存在 平行 移动 , 其 结果 由 初始 向 量 了 

唯一 决定 并 线性 依赖 二 : 它 ， 

因此 向 县 汉 击 线 的 站 和 全 办 联络 /和 如 要 联 辣 是 下 人， 帮 = 0 在 了 
坐标 下 成 立 ， 本 是 我 们 这 时 得 到 了 平移 的 方程 过 = 0 

推论 “在 欧 氏 几何 中 并 在 欧 氏 至 标 下 , 曲线 上 两 个 不 同 点 出 发 的 向 量 如 果 有 相 

同 的 分 量 则 沿 此 出 线 是 平行 的 . 在 化 意 坐 标 中 , 如 果 几 何 是 欧 几 里 得 的 . 则 治 曲 

线 半 移 向 量 的 结果 不 依 丹 于 曲线 自身 . 

现在 在 弯曲 的 和 欧 氏 几何 之 问 的 直观 区 草 已 经 清楚 了 : 沿 不 同 曲线 同一 个 向 量 
从 点 书 到 @ 的 平移 , 在 曲率 存在 的 情形 ( 即 只 非 零 曲 率 ) 下 , 其 平移 结果 得 到 不 同 
的 向 量 ， 

关于 曲率 的 数值 量度 我 们 转 到 下 一 节 去 讨论 . 


蜂 


2, 测 地 线 
我 们 转 而 考虑 在 任意 联络 下 光伏 二 让 钱 的 曲线 . 让 交代 为 天 地 级 
定义 29.3. 如 果 有 曲线 z: = xi(#) 的 速度 向 量 天 = 沿 自 身 平行 : 
Vr(1) = 0, {7) 
则 称 此 曲线 是 测 地 线 . 
在 华 标 表示 下 有 
oy dr fF dri dr TB fdri j drs 
9 Yr = 专 时)= dt [+ 
i a dk dt 
ct dt dt 
因此 , 我 们 得 到 了 测 地 方程 
2 wk lcs 
a 1 4 = jj 二 1,-'.,n. (8) 
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如 果 形 , = 0 则 遂 带 的 直线 便 是 这 个 方程 的 解 , 这 应 该 就 是 欧 氏 几何 中 的 情形 . 
对 于 任意 的 联络 , 方程 (8) 为 一 阶 微分 方程 组 ， 在 点 【中 28) 的 邻 戚 中 , 这 
个 方程 在 初 值 条 件 


tr? 


a = 划 ， 了 一 1 ,7 (9) 


+ 一 口 
下 存在 唯一 的 解 , 其 中 :3, 码 任意 (由 解 的 存在 利 唯 一 性 定理 得 到 )， 故 而 成 立 下 应 
的 定理 . 

定理 29.2.， 在 任意 点 P 的 某 个 邻 域 中 ， 对 此 点 上 的 任意 向 量 至， 存在 联络 

(IT) 的 唯一 的 测 地 线 , 它 册 二 点 出 发 并 旦 初始 速度 门 基 为 Tp. 

注 出 方 释 (8) 看 出 , 由 联络 给 出 的 测 地 线 只 依 则 于 联络 的 “对 称 部 分 ”Ti;,, = 
Ti + Ty 

3, 与 度量 相 容 的 联络 

在 本 书 中 我 们 有 有 过 美 于 欧 代 坐标 的 两 个 定义 : 

1) 如 果 和 在 坐标 x1,…. ,x" 下 度量 wj 有 了 欧 几 里 得 形式 


2 li=0 一 Er 


gi = ys (10) 


划 说 此 举 标 是 欧 息 里 得 的 . 
2) 如 果 在 这 个 坐标 下 联络 的 分 量 丰 为 零 : 


R=0, tik=1,...,n, (11) 


则 说 此 华 标 是 欧 几 里 得 的 .( 更 一 般 地 , 对 十 非 对 称 联络 有 7 = 一) 

这 两 个 欧 氏 坐标 的 定义 之 闻 有 什么 相互 关联 ? 

应 可 立即 看 到 , 联络 概念 和 化 曙 度 量 概念 之 问 没有 联系 . 在 所 考 虐 的 空间 区 域 
由 这 是 两 个 独立 的 结构 , 故 定义 1) 和 2) 是 两 个 不 同 概念 的 定义 

但 是 存在 使 度 基 与 联络 匹配 的 方法 , 这 时 定义 1) 和 2) 给 出 同样 的 结果 , 它们 之 
间 仅 差 一 个 仿 射 变换 . 

定义 29.4， 如 果 度量 张 基 的 共 变 导数 恒 等 于 零 


Wigij = 0 kds = ln, (12) 


我 们 指出 与 度量 相 容 的 联络 的 两 个 性 质 ， 
1) 如 果 联 络 与 度量 相 容 , 则 降低 任 一 张 量 指标 的 运算 与 共 变 微分 可 交换 ， 
证 明 由 运算 Vs 的 性 质 ( 业 布 尼 落 公式 ) 和 等 式 (12) 得 到 公式 


Vi (gua TI®) 三 Gim (VET ), 
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其 中 张 量 7 多 为 任意 的 (p,q) 型 . 因为 共 变 微分 算 子 是 线性 的 , 故 由 此 得 到 所 要 的 
论断 

2) 如 果 向 量 场 THE) 和 Si(t) 灌 面 线 zi 二 wi(t) 都 平行 , 则 它们 的 内 积 洪 此 有 曲线 
为 常数 . , 

证 阴 我 们 将 证 叫 二 全 5) —- D0) 一 0. 我 们 有 


a os qrk os dre os 
(097 = © vil Ts) 一 sj VTS 
9 7) Qf We 9 A gy VET SS?) 
一 | wo 一 
A Wk )s + grid ( WS ) D 0 


换 句 话说 , 如 果 联 络 与 度量 相 容 , 则 沿 已 知 昌 线 从 点 PP 到 点 @ 的 向 量 的 平行 移 
动 是 在 点 PP 的 切 空 间 玫 点 外 的 切 空 间 的 正 交 变换 

如 何 措 述 与 已 知 度 基 相 容 的 腾 络 ? 有 重要 定理 ; 

定理 29.8. 如 昌 度 景 gj 非 退化 ( 即 g = det(gi;) 半 人 , 则 存在 唯一 的 联络 , 它 

为 对 称 且 与 此 度 基 相 容 . 在 任 一 坐标 系 (zw1,.… ,z") 下 , 这 个 联络 由 公式 


J Ogiy gx V9iy 
Ek Cos _ gy 
Tei} 了 3 ( dr Dri Brt (13) 
给 出 { 克 里 斯 托 费 水 公式 }. 
证 明 出 定义 我 们 有 
Ts 一 > jj, 
Vagis = 2 Ty Tg _o. 14 


我 们 想 对 后 面 一 个 方程 解 出 于 . 由 降 标 的 定义 , 我 们 有 
Th = guy 
方程 (14) 有 增 式 
Tijk + Piak = a, 
其 中 jx = Disys Tik = 了 xi. 循环 置换 指标 i,j,, 我 们 得 到 


Tak + Ti 一 3 
， Dn; 

Tikit kit = Be 
Ogik 

Tg + Th = SE. 


deri 
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如 果 fa (85), {ce) 为 这 上 旦 公式 的 左 端 , 则 由 于 联络 的 对 称 性 成 立 等 式 (中 十 (el - (a) = 
274.ij. 故而 


， 1 /Bgrs Boik Dopiy 
1 (a 1 Ba Br) 9 


提升 指标 总 我 们 得 旬 所 蝎 的 公式 . 定理 得 证 . 
推论 如 果 选 择 坐 标 使 得 在 所 给 点 上 85 的 每 个 -- 阶 导数 为 等 , 则 在 这 个 点 上 
克 氏 符 艺 形 (对 于 对 称 的 , 与 度 盟 相 容 的 联络 ) 等 于 零 . 
例 29.1.， 考虑 位 于 三 维 欧 氏 空 间 中 的 曲面 ; 空间 的 坐标 为 z1 = zz2 123 一 
区 攀 儿 里 得 的 ), 时 面 为 


rl— zis, zs), 2 一 23221223， 33 (zl, 2), 


像 我 们 在 88 中 已 经 做 过 的 那样 , 我 们 假定 rs 轴 垂 直 于 曲面 在 点 P 的 切 平面 ， 而 
zl,22 轴 为 它 的 参数 ,我们 在 点 P 附近 选取 作为 参数 的 z+,xw?; 丁 是 此 曲 曾 由 方程 


2 二 2， 2 一 有 一 
从 而 xz 二 zl,22 二 呈 ; 男 外 ,因为 xz? 轴 在 点 已 = (0,0) 乱 直 于 遇 面 , 我 们 在 点 
已 = (0,0) 得 到 


BF of 


> 一 二 或 grad 上 一 心 , 
az oo zlrom Ga 
对 于 度量 gsj 我 们 有 (87.3) 
加 oF oF 
9 = ds + Baa Dz O27 


在 点 呈 因 号 =0, 故 gi =6%, 并 日 


Bo5 _ 8 (¥ 2 ) = of of Of 61 0 
Oz Dak \ Ogi zi Ozidzk Hed 上 可 有 站 
因此 在 点 了 P 的 这 些 坐 标 中 所 有 的 符号 到 等 于 0 (qi,k = 1,2). 
例 29.2. 对 向 大 场 全 = (TT 让 定义 其 发 散 虹 为 
dy T= ViT’ = Ti. (15) 


对 于 对 称 联络 , 如 与 黎 曼 ( 伪 歼 曼 ) 度量 相 容 , 我 们 则 有 台 ,Ti 二 2 + iT*, 且 


Ti = la ( 容 | Ogii Ooki 1 i Og 1 Bg 
* 2 On Bae gz 39 Bik ™ HBr 


= mv 全 
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其 中 9 = detfeo) 因此 ， 
Ol 1 1 8 ; 
Vi (Vlr). (10) 


Br: 2g0rk gld 
结论 “向 草场 (1) 的 发 数量 V7" 具有 通常 的 形式 Vi7 = 92 当 是 仅 当 在 体 
和 DG willer' A.…- A dz” 与 欧 几 里 得 的 体积 元 相合 :ig| = 1, 其 中 9g = detlg;;). 
现在 我 们 忆 有 了 在 联络 和 黎明 度 其 gsj 之 间 的 联系 (以 共 变 微分 的 方式 ): 任意 
-个 黎 盟 几何 都 产生 了 确定 的 对 称 的 对 纺 量 的 微分 方式 , 按 此 方式 度量 自身 可 以 看 
作为 常 全 
4. 与 复 结构 相 容 的 联络 
考虑 在 揽 空间 中 的 区 域 D, 空间 交 坐 标 为 如 ，… ,an 共 一 下 十 刘 其 中 zl.…， 
co 3 为 实 区 域 Da 中 的 实 坐 标 , 设 在 区 域 D 中 给 出 了 埃 尔 米 等 度量 


de? = 天 天 GEzi2 hr = hr (17) 


{ 记 作 ( 见 所 7 对 应 于 dz* 的 指标 &, 我 们 要 加 上 中"). 它 在 区 域 DX 中 定义 了 一 
个 歼 曼 度量, 其 公式 ( 见 811.2) 为 


dst = Relhir)dridy + dyidy®}. (18) 


由 于 在 上 一 小 节 中 已 说 过 , 在 DR* 中 存在 叭 一 的 对 称 联 络 , 它 与 度量 (18) 相 容 . - 般 
沈 来 , 这 个 联络 并 不 与 D 中 复 结构 相 容 , 这 里 所 说 的 相 容 的 意义 是 指向 其 沿路 径 的 
平移 不 是 个 酉 变换. 有 下 面 的 定理 . 
定理 29.4. 与 度量 ds? 相 容 的 对 称 联络 也 与 区 域 D 的 复 结构 相 容 当日 仅 当 度 
量 as? 是 饥 点 的 . 
证 明 河 想 ( 佑 看 827) 我 们 称 埃 尔 米 特 度量 ds? 为 凯 勒 是 说 由 公式 


中 二 3 Papa A da (19) 
定义 的 微分 形式 为 闭 : 
ORE Oh.. Oh Oh 
df = Er 3 于 一 0. 
人 (20) 
在 切 空 间 中 引进 复 基 


口 12 ,3 9 _1/8 ,0 i 
Bak ~ 2 \ Ort By)’ dar 2 \ dr BaF : 二 


任意 向 量 & 有 形式 E 一 (ee et : 
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如 有 果 为 实 向 量 则 二 -就 . 在 这 组 基 下 , 内 积 ds 和 由 纸 阵 gws 给 出 , oa, 吕 一 本 :mi 
1, "yl 

gi = =0 0 = hg i= hy, (21) 
项 拓 和 隆 G = (gas) 有 形式 


0 HH 
人 二 (5 1 ， 吾 = (hy). (22) 
于 是 逆 第 阵 G71 有 形式 - 
1 /0 下 :+ . 
° = (已 0 ) 3 


我 们 来 计算 与 度 基 gag 相 容 的 联络 的 分 其 178， 我 们 要 用 训 里 斯 托 费 尔 公式 ， 由 度 
量 的 形状 gaa 我 们 有 


1 一 1 gi Dgjrm Omk 

RR 2 加 zz 上 sz 

了 1 了 OyF gm 了 i 

1 I TH 上 2 四 
T= 59 ( Bes 十 Bae jk 


天 一 lim OgmE 十 Ogim 加 Ogsx 
| 2 [eb Oak dm 


按 相似 的 理由 , 有 5 = 0. 最 后 ， 


Jo" (i (2 -0 
7 2 EE zm 2 BE GE 


是 由 于 凯 籼 条件, 此 表达 式 为 0. 以 相似 的 方式 验证 , 凯 勒 条 件 保 证 了 分 基 瑟 .7 
部 化 为 零 
因此 , 我 们 已 证 明 在 了 多 中 只 有 7 和 了 3 不 为 零 , 而 月 


ri = 7. 


我 们 考虑 向量 二 = [51,8 在 按 {6x7,6 到 ) 的 无 穷 小 平移 下 的 变化 , 其 中 5681 = 
327. 出 上告 已 证 过 的 事实 , 我 们 有 
下 
ei 一 et oe Ek fi; 27. {24) 
内 此 , 如 果 4 = (oa) 为 给 阵 


a = 78 1 627, 
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则 对 实 位 移 (5zi,527) (其 中 527 一 52 的 相应 的 平移 矩阵 为 


人 "3) (25) 
0 1- 肘 


它 表 示 了 平移 的 复线 性 性 (参看 $12.2) 


习题 
29.,1.。 证 明 联 络 与 度 盘 相 容 当日 仪 当 对 任何 向 量 场 wp, 5&1 ,5&2 成 立 


六, | :&2) 一 《wo 日 £2) {11 Vnéa). 


29.2， 证 明 在 向 量 的 无 穷 小 平移 jzx 下 , 它 的 分 量 的 变化 为 下 面 方式 (准确 到 
更 高 阶 的 无 穷 小 


He €or + ofl6x|). 


29.3. 用 共 变 导数 表示 823.3 中 的 形变 张 旦 . 

29.4. 设 企 区 域 UU 上 给 出 了 联络 .P 为 此 区 域 中 一 个 固定 点 工 = Tp 为 三 在 此 
点 的 切 空 间 我 们 定义 映射 :了 二 上: 设 为 富 中 向 量 ， 由 点 局 出 发 以 为 初 
始 速 度 向 量 作 测 地 线 yy( 旨 , 令 (6) = yel1).a) 证 明 映 射 记 在 工 的 原点 的 某 个 邻 域 
中 有 定义 , 并 在 其 中 为 局 部 微分 同 胚 .b) 证 明 在 由 映射 如 定义 的 坐标 下 所 有 符号 1 
在 点 P 化 为 零 . 

29.5， 点 电荷 看 磁极 场 中 的 运动 方程 为 
让。 a 一 常数， 


如 
本 


站 一 


证 明 电 荷 的 轨 线 为 恩 锥 上 的 测 地 线 . 

29.6， 求 在 典 书 团 夫 斯 打 平面 上 所 有 的 测 屯 线 . 

29.7.。 让 明 球面 上 的 测 地 线 为 大 贺 而 且 了 世 只 为 大 辐 . 

39.8， 利用 测 地 线 证 明 保 持 -点 不 灾 且 保持 在 这 点 的 标 架 不 变 的 运动 为 恒 同 
29.9， 让 明 昕 数 


dr 1 dy 
z(u,v) -/ ww 了 (wj 一 如 | / 76 二 + 
的 水 平 曲 线 为 在 度 其 
d= (f+ 9 (de + du), J>0,9>0 


下 的 测 地 线 . 
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29.10. 证 明 内 自 同 构 关 一 4 天 4-1 是 保持 群 单 位 元 不 劲 的 $O13, 食 ) 上 基 灵 
度量 下 的 运动 , 其 中 XxX, A € SO(3,R). 
29.11。 对 于 与 麻黄 g;; 相 容 的 对 称 联 络 , 证 明 下 面 恒等式 的 止 确 性 : 


29.12.， 让 明 在 歼 曼 空间 中 随 个 邻近 点 可 以 用 测 地 线 相连 按 , 这 样 的 测 地 线 是 
局 部 只- 的. 

29,13， 设 度 基 为 4 = gwd 十 r2dp2. 证 明 出 中 心 出 发 的 线 jy = pw 为 测 地 线 . 

29.14. 症 度 基 (gi;;) 的 维 实 问 中 有 下 面 的 公式 


多 xds = /rrvVBien A Ndr 
BV VY 


其 中 ) 
do9i 一 m1 一 1 V gler .sidr™ 六 drin ol, 
{参考 习题 26. 2). 
29.15。 设 M4 为 欧 氏 空间 R* 的 曲 而 ,r 为 线性 算 子 , 将 R" 相交 投影 到 日 面 对 
的 切 空 间 中 ; 蔷 ,Y 为 R"* 中 的 向 量 场 , 它们 切 于 平面 M. 证 明 与 诱导 在 曲面 上 的 度量 


棚 容 的 联络 有 形式 
x= 术 (x ) . 
Os 


830. 曲率 张 量 

1. 一 般 曲 率 张 器 

在 前 一 节 中 我 们 解释 过 , 在 非 欧 氏 空 间 中 向 量 的 平移 依赖 丁 路 径 . 同时 向 朋 工 
沿路 径 z(t) 的 平移 结果 由 移动 的 方程 


ar ; dr 
-Ti TR 二 1 
二 人 


定义 , 我 们 需要 解 此 力 程 ， . 
极其 方 使 的 办 法 是 不 去 解 此 方程 , 而 是 决定 出 联络 (3 与 欧 氏 联络 相差 异 的 
局 部 特征 ， 这些 特 征 是 什么 ? 条 知 加 是 机 存 三 坐标 x! 2 使 也 = 0? ( 当 
然 , 如 果 联 络 为 非 对 称 , 则 7 和 = 一 了 % 为 非 零 张 量 ; 轴 此 下 可 能 引信 公 村 人 和 
三 0. 在 叱 | 下 玫 们 可 角力 但 天 Tk = 2 ( 即 联络 7 ) 对 
指标 为 反 称 【其 对 称 部 分 十 [2; 二 0).) 
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如 何 解释 关于 欧 氏 坐标 的 存在 性 问题 ? 我 们 对 对 称 联络 的 这 个 问题 感 兴趣 . 我 
们 知道 在 普通 分 析 中 的 偏 导数 的 重要 性 质 : 
Daerfr Darf Be/ 
Oridr Do Di6oc5 
如 果 此 联络 允许 华 标 21,…… :2 是 欧 氏 的 , 则 在 这 坐标 下 以 通常 的 公式 去 微分 张 量 : 


党 
Ye 3 
内 此 
{VEY 一 Viva)TE 一 站 
或 者 
Time 


因为 了， 是 张 量 , 帮 上 面 这 个 性 质 在 任意 坐标 下 都 成 立 . 我 们 来 看 -下 一 般 的 联 
络 


对 在 任意 坐标 x1,-… ,z" 下 的 向 量 场 , 我 们 有 


"Tt 


dT i 
Be + 


9 for: ,ff OTP OT 
= (区 十 ra”) + Ti (和 r+ re) — TE (5 + rT") 


VeViT = VE ( 


Ort \ Ox 问 rT 
PI OT ,ji OT BT ONY ， 
= 二 Ba Th Bp + TY Bo FI THT — Th TT, 


构造 (VV ViVe)Ti 在 简化 后 我 们 得 到 在 坐标 下 的 表示 式 


a oani, ， ， ori 
| 
引入 记号 
1 8r dT 

vagki Bt pe 上 Toe Ta 一 了 PT (2) 
于 是 得 到 公式 

pi ma ro . 

(VE 一 VV 一 一 out 十 Th gp’ (3) 


其 中 到 为 找 率 张 量 ( 参 看 828). 我 们 发 现 Rii, 原来 是 个 张 量 ; 称 此 张 量 为 黎 曼 张 
量 或 黎 曼 几率 .对 本 对称 联络 , 我 们 有 7T8 = 0. 因此 我 们 有 下 面 定理 : 
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定理 30.1， 对 丁 对 称 联络 和 任意 的 向 量 场 T, 表达 式 (wav 一 Viva 有 形 
式 一 ww 其 中 后 i 为 黎 曼 张 昌 , 它 由 下 面 公式 定义 : 


ery or ， 
下 
如 迪 此 联络 为 欧 几 里 得 的 , 则 遍 ; 三 0. 在 使 ,=0 的 闭 些 点 上 成 立 等 式 
i OT 站 了 i 
一 Bz! . 


由 此 定理 和 站 ay 的 张 量 特性 得 到 

推论 如 果 黎 紧张 其 不 为 零 , 则 不 可 能 引进 欧 氏 坐标 , 使 在 此 坐标 下 gj = 6i; 或 

了 5 一 0. 

注 这 个 结果 可 以 以 其 他 方式 得 到 , 考虑 分 如 在 变换 二 = zf(o) 下 的 变化 规 
律 , 于 是 有 


Fe ri (ra Ox’ Ori in ) 
| rt 他 Om ri Orr ri” 
设 联络 为 对 称 :内 == 壤 . 我 们 要 去 找 坐标 z 使 得 TE，= 0. 对 于 这 样 的 zi 一 
3) 我 们 得 到 方 各 

站 2 了 记 Dr' Ori 8 本 
ae 一 Or 1 4 了 人) (*) 


可 以 和解 出 这 些 方程 吗 ?” 划 果 它们 可 解 , 风 


已 Ot ) 外 Dwr 0 
DR AD DT Bee 


这 可 化 作 方程 (9) 右 端的 一 个 条 件 , 它 等 价 于 等 式 


Ri =0. 
我 们 以 不 变 的 记号 引进 曲率 和 挡 率 的 公式 . 如 果 &,n,c 为 向 量 场 , 则 令 
[Tlé, WY = Thé*n!, (二 
[RE, mE = 已 (5) 


我 们 米 给 出身 量 切 了 (&,), RS, 中 4 遂 过 场 ,1,¢ 的 显 式 表达 式 . 
引 理 30.1， 对 人 意向 量 场 上,m re 成 立 等 式 


T 人 地 太 = Wer — Tak — (E,W), (6) 


RE, ne 一 YYVee 一 WeEYG 十 WV [en] {7) 
其 中 全 ,中 为 向 戏 场 的 换 位 子 . 
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证 明 首先 验证 在 公式 (6) 和 (7) 中 人 信和 忌 (5 9) 线性 依赖 于 向 量 场 志 mi 
的 坐标 . 对 于 T(&, 我 们 有 : 如 果 & 一 ft, 其 中 /为 光滑 两 数 , 则 


T(fEN) = Vn YY 一 可 
= flVen — Vié ~ [t,o (On f+ (Of)é 
一 了 了 


其 中 了 为 沿 向 量 声 5 的 殉 数 了 的 方向 导数 . 对 于 民 (E 们 


RIfE Mm = VaVpe — Vee Vn t+ Vhse,n 
=fVoVvet (ON -Ve— fVeVy t+ Ve ne, pt 
= RE 站， 


类 侯 地 成 立 KR(E,fD = FRR, 可 .最 后 


RSM ~ Yo- VE 的 PT + (Olen fC + fF YIemG 
= (DO) + (ON VC + (Of VeC + FY Yee — 
(HOE — (OVC (ef) Vit — fVeVne + 
(Of G+ EC 
= RS MG. 


现在 由 于 线性 性 , 只 需 对 基 向 量 场 5 = ex,% = ei;6 = e; 去 验证 等 式 (6),(7) 即 
可 ,其 中 总 一 成 ,天 一 蝇 全 = 各 .然而 对 于 这 样 一 些 向 量 场 , 所 要 求 的 等 式 均 由 张 量 
7 和 形 。 的 定义 得 到 . 引 理 得 证 . 

应 用 (四 元 体系 ). 设 在 n 维 空间 中 给 出 了 一 个 区 域 , 空间 的 度量 为 bj. 二 次 型 
98585287 定义 在 每 个 点 的 切 向 量 上 , 我 们 要 将 其 化 为 常 值 形式 . 这 种 约 化 可 以 依赖 于 
点 光 清 地 进行 . 这 表明 可 以 局 部 地 选取 n 个 线性 无 关 光 滑 向 量 场 6 ，.… ,6,, 使 得 它 
们 两 两 的 内 积 与 点 无 关 : 


人 二 haz fay 一 常数 . (38) 


例如 , 在 广义 相对 论 中 出 于 技术 上 的 方便 而 选取 四 个 向 量 {四 元 组 Yé0, ,名 ,6&5, 其 中 
名 和 和 所 为 迷 同 ,(So)2 = (61 = 0, tt0, 丰 Y= 1, 而 向 量 名 ,名 为 类 空 的:(&2)2 = (这 一 
—1, té2,€3) = 0. 

我 们 考虑 向 量 场 的 两 两 换 位 子 [6 二- 它们 可 以 对 这 同一 基 与, ,与 展开 为 


[éi, £7] = etér, (9) 
其 中 性 为 展示 的 ( 含 变量 的 ) 系数 .成立 
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定理 30.2. 对 于 与 度量 gy; 机 容 的 对 称 联络 , 成 立 公式 


1 
Th 二 可 六 (Cak 十 Cregj 一 Coik), {10) 
其 中 ciy = hiscii, 而 联络 Fi 的 分 量 由 等 式 

Ve = Ph& 1) 


定义 . 
证 明 由 联 络 的 对 称 性 知 T(&,&j) = 人 0, 交 由 公式 {6) 知 


一 (12} 


另外 , 我 们 以 及 .iy 表示 ns 由 (11) 帮 与 度 基 的 相 容 性 得 出 


0 = Ve (Ei, 6) 一 下 本 十 六 mi 


循环 置换 指标 i jk, 得 到 三 个 方程 的 方程 组 
Dy 十 By 一 0: 


Tp t+ Tops = 0, 


Dnt By 二 二 人 0. 


解 此 方程 组 和 (12) 一 起 得 到 了 对 与 络 的 这 些 系 教 所 想 要 的 公式 . 定理 证 完 . 口 
利用 公式 (7), 可 以 通过 晴 数 嘻 和 它们 的 导数 来 表达 曲率 张 量 (局 (5: &)&,&1). 
2， 上 曲率 张 量 的 对 称 性 . 由 度量 产生 的 曲率 张 量 . 
出 率 张 量具 有 什么 性 质 ? 
定理 30.3 1) Ri = -Ri 
2) 对 丁 对称 联络 具有 恒等式 : 


Pip + Pig + Pas =0. (13) 


3) 对 十 与 度 景 gs 相 容 的 联络 , 我 们 引进 张 量 Ra = gip RO 浅黄 Ri 
对 于 指标 i,q 为 反对 称 ; 


Figki = — Rgiri. {14) 


4) 对 对 称 联络 的 山 率 张 量 , 如 果 此 联络 与 度量 gjs 相 容 , 则 具有 对 称 的 形式 


ignkt = Pplig: (15) 
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证 明 1) 中 的 等 式 显然 成 立 ， 对 公式 (13) 的 证 明 , 我 们 来 计算 表达 式 [Vk， 
Vies 二 [Vi Yo]er 二 [Ya, Ye]e 其 中 的 eo 是 基 向 量 场 , 并 利用 等 式 一 Byes = [Wh， 
Wi]eg. 我 们 有 [Vi Vi]ea 十 [Wi YY a 干 [Yea Valel 一 WwWwied 一 了 de 十 Vi Eg 一 
ieg) + VetVhet Viet =0 (后 联络 的 对 称 性 , 每 一 个 恬 绒 内 均 为 夫 ) 

我 们 注意 到 


Ge’ ,, 
Nes VE = —g Roné’é + 9g] se 
二 -Rijn te 十 了 和 从 ” 
因此 此 证 明 3) 中 的 对 称 性 只 需 验证 对 任意 向 大 场 & 成 立 (ve Vf,8) = 0 即 可 . 内 
为 此 联络 与 度量 相符, 我 们 有 


2 
DFR) = FVE,E) = (VeVi + (VE vik), 


5 18) 一 3vive ‘&, &) 二 {VIVEE, £) 本 {VEE Vi€). 


1 一 二! 那么 内 上 痢 第 -个 方程 碱 去 第 一 个 便 得 到 了 (14). 


最 上 后 , 对 于 由 度量 产生 的 遇 说 张 量 , 我 们 来 推导 恒等式 (15). 在 图 33 上 由 上 面 
每 个 涂 了 阴影 的 面 组 成 的 表达 式 之 和 , 由 于 (13) 和 (14) 的 对 称 性 , 它 等 于 零 . 对 于 
面 9 利 # 的 表达 式 之 和 中 减 去 对 面 和 工 的 和 便 得 到 了 (15). 定理 得 证 . 口 


3. 例题 : 基 灵 度量 下 二 维和 三 维 空间 的 曲率 张 


内 为 


量 
曲 染 张 曼 是 个 4 阶 张 明 . 作为 依赖 于 反 称 的- 
对 指标 (&, 站 ) 的 对 向 后 场 的 算 子 , 得 到 的 自然 方式 是 


yi 
一 Rs — RigT® = (VaYIL- VIVA)T ~ Th oo 


其 中 TB = 了 5 一 了 丰 近 尝 张 量 

在 对 称 情形 有 23% = 0. 如 果 联 络 为 对 称 并 与 度 
量 gi; 相 容 , 则 分 量 总 和 如 it 通过 gi; 和 它们 的 导 
数 才 基 , 又 成 并 下列 的 对 称 性 : 

1) Ri = 一 已， 

2) igri ~ gim Ro = Raikts 

3) Bigkt = Rtiq 

4) Bin 二 Ht 十 Ri = 人 0. 

获 受 张 量 有 多 少 个 不 同 的 分 量 ? 

在 问答 这 个 问题 之 前 我 们 还 要 定义 由 黎 总 张 生 构建 的 两 个 张 量 , 
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定义 30.1， 称 袭 曼 张 量 的 迹 后， 一 Ri 为 里 奇 张 量 . 
定义 30.2. 称 里 奇 张 量 的 迹 
R= gi ho = 9 Ra (16) 

为 数值 曲率 . 

I 二 维 情 形 .由 对 称 性 已 ok = 一 Rg 一 = 二 Rtiq 得 由 结 论说 , 总 存在 歼 
曼 张 星 的 “个 非 宕 分 晤 , 即 Rizi2. 所 有 其 余 的 分 量 或 者 由 它 经 指标 党 换 得 到 , 或 者 
等 子 零 . 有 和 时 要 的 定理 : 

定理 30.4， 对 在 二 维 空 间 中 的 二 维 册 向 , 数值 曲率 总 与 一 倍 的 高 斯 册 率 相等 

故而 山 斯 妥 率 {与 曲面 的 半 均 曲率 不 同 ) 可 通过 这 个 曲面 的 黎 曼 度量 表达 (从 而 

是 个 内 列 不 变量 )， 

证 明 谥 上 面 由 方程 x = zfwyv),y 二 Was 二 z(w0) 确定 , 其 中 zx,y,z 为 空 
间 的 欧 氏 华 标 , 而 (ww) = (2 3] 为 曲面 上 的 坐标 . 在 所 讨论 的 点 ( 非 异 )P = 和 ,路 
选取 参数 二 并 一 zw.v 一 22 一 其 中 zs 轴 与 昌 面 生 直 . 于 是 村 尸 点 附近 击 而 由 方 
程 := (x,y) 描述 , 其 中 grad flp = 0. 对 于 最 面 上 度量 的 分 量 我 们 有 
HF of 
Ori Dri’ 和 


ii 一 Gis 十 


特别 在 点 P= (0,0) 处 所 有 的 Sug = 0. 所 以 在 此 点 有 矶 = 0 (参看 定理 29. 3). 
在 这 样 的 点 上 我 们 有 公式 (公式 (2)) 


pe ofa On 
kl Dzk Oz! 
lf Bg Fg 六 9 Oga 
Diok! : E 十 or i nk 
2 \ Oz0z 站 2 站 DasDz Dz*Oz 


Pio 了 Sg goo 
2 Ordy Ov? Or2 
此 时 ,s = je 十 | 5 关上 请 十 1 一 
:好 1 T :22 oy ; 12 frfy, 
Og1i 02goo : B2012 
二 2 2 一 2 - = fn, 2 
Dy? |p fey Or? | 2 fy ap |» ferfyy + fry: 


最 后 在 点 已 有 


R212 = frr fyy — fa = det 的 和 二 KK. 
yz fuy 


由 定义, 让 点 卫 有 = det ( 网 :087 = 0 三 所 选 的 坐标 下 成 立 . 但 是 高 斯 


2 fyy 
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曲率 在 这 里 等 本 数值 曲率 , 而 R242 为 张 量 的 分 量 . 它们 只 在 所 选 坐 标 系 下 相等 , 这 
时 有 8 一 Gis det (ris) 一 1 二 9g. 容易 看 出 ， 由 RB 的 定义 得 到 及 二 9 Bis 我 们 有 
2 
det(g;j} 
在 我 们 的 坐标 系 下 g = 1, Riz12 = 五 因此 在 我 们 坐标 系 于 威 立 等 式 如 = 2 及 ; 因为 
中 和 到 为 两 个 数值 , 故 这 等 式 处 处 成 立 . 定理 得 证 . 口 . 
注 ”由 此 证 明 可 清楚 知道 , 对 黎 曼 张 量 的 分 其 有 公式 


. 2 
f= 2det(gt ) R1212 三 五 1212 一 p22 


Rn : i 
R1212 = FB (911922 一 gi2) 一 过 = Kg, 9= det (gi;). 0 7) 


册 此 , 高 斯 曲率 KK 为 不 变量 , 而 当 nr =?2 等 于 Rj3, 其 中 R= g% Ri. 
考虑 例子 . 
了 欧 友 度 基 


d=dritody, Rin=0, KE==(. 


2) 球面 ( 见 89) 
df? = dp? + sin’ gp 
Ro 


这 里 天 ~ = > 0 {曲率 为 正常 数 ) 
六 


3) 罗 岂 切 大 斯 基 平 面 ( 见 $10.1) 
2 2 六 ， 
dr = dr +sh : 


这 里 Kk 一 荆 = -高 < 0 (曲率 为 负 常 数 ). 
在 58.3 中 解释 过 曲率 的 直观 意 义 , 在 那里 的 曲率 是 正 或 负 值 . 
IE. 三 锥 情形 .这 屁 更 为 复杂 的 情形 . 黎 曼 张 基 


Tignt = — Raikt = — Rigin = Rtig 
在 这 里 可 以 大 作 在 每 点 的 定义 在 三 维 线性 裕 间 上 的 二 次 型 , 这 个 三 维 空间 是 由 二 阶 


反 称 张 量 形 成 的 , 由 于 对 称 性 , 其 维 数 为 3. 事实 上 , 如 果 以 4 表示 侦 对 [i,g] = 一 [g,4]， 
而 偶 对 [&, = 了, 同 以 B 表示 , 则 


下 [可 = Rapn = Rea. 


因此 , 黎 曼 张 贡 在 此 由 六 个 数 定义 :Raise = Rsa, 4,B = [1,2],[1, 浊 ,[2, 引 . 考虑 里 奇 
张 量 Ri 一 Rut 一 Pr. 这 旦 个 二 阶 对 称 张 量 . 它 也 由 六 个 数 Rag: qt 定 沈 . 


9 
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数值 张 基 召 是 -个 数 


轧 一 ge Ra 一 9 Reo. 
上 -一 维 情形 不 同 , 数值 RR 不 能 完全 人 确定 张 量 jy. 但 是 在 三 维 情 形 知 道 了 里 奇 张 基 
就 是 够 了 , 理 出 是 我 们 有 公式 (请 验证 ) 


Tes 一 Ro gs Rg de | Rasgary 一 Raygas 十 可 (gasgpr 一 oa (18) 


数值 届 产 尾 里 奇 向 量 的 迹 Tr(Rg) = 6928 我 们 玉 有 另外 的 不 变量 ， 即 特征 值 
和 A1; 2, Aa, 由 下 而 的 方程 决定 : 


det( far — Agoi) = 0, (19) 


而 和 ho 二 As = 县 

{ 当 痪 “ 正 曲 率 空 间 ” 峙 等 于 说 黎 辣 张 二 及 4r 为 在 二 阶 反 称 张 最 上 的 二 次 型 为 
王冠 . 
[Li. 亚 维 情形 ,这 有 时 里 奇 张 量 不 能 确证 黎 虹 . 尽管 如 此 , 里 奇 张 基 仍 非常 重 此 . 例 
如 在 四 锥 去 空中 假定 引力 场 为 度量 (gi0),i,5 = 0,1,2,3, 而 所 有 其 他 的 物质 的 福 质 都 
集中 于 “能 量 - 动 量 张 量 "A75 (X 为 表示 物质 天 小 的 常数 ). 

定 六 时 空空 间 度 盟 的 爱 因 斯 坦 姜 程 具 形 式 


Fs ~ Ros = XA, VT =0. (20) 
在 物质 缺失 的 情形 下 有 
Rij ~ 3 Rg 一 0 {或 者 Rij = 由， {21) 


在 此 时 det(giy) 冯 0, 然而 度量 为 不 定 的 ( 它 在 对 角形 中 二 个 为 负 , 一 个 为 正 ; 风 和 97 

IV. 基 灵 度量 的 曲率 张 量 . 设 妃 为 拓 阵 变相 群 ,6 为 此 李 代 数 , 又 在 g 上 给 出 了 基 
内 度 量 . 在 群 G 上 令 

VixLy ~ SEs 一 Sx Ly), (22) 

以 引进 联络 , 其 中 X.Y 6& gLx;Ly 为 相应 的 左 木 变 向 量 场 , 即 Lx(A) = 4%， 
Lr(4) = 47 其 中 4 eG 为 任意 元 ( 见 824.4). 

形 如 Lx 的 场 ,X eg, 构成 G 在 每 点 切 空 间 的 基 (参看 引 再 24.3), 所 以 公式 (22) 
.完全 决定 了 一 个 联络 ( 假 并 满 足 半 布 尼 效 公式 ; 参看 828). 

引 理 30.2. 联络 (22) 为 对 称 的 , 并 且 与 群 G 上 基 灵 度 笛 相 容 ， 

证 明 验证 对 于 李 代数 g 中 的 仔 意 元 X,Y 有 TCLx, Ly) = 由 事实 上 (公式 
(6)), 


T{Lx,LYr) 一 VLEx LY 一 ViyLx 一 {Lx, LY) 


1 1 
二 DN ALY [xy = 0O. 


830. 曲率 张 量 “239 


我 们 现在 证 明 它 与 基 灵 度量 (,) 的 相 容 性 . 只 要 证 明 对 任意 向 量 场 4,w,《 有 下 面 关 
于 内 积 的 微分 规则 即 可 : 


O(n, 0) 一 人 wen) + (9, Yed). 


这 上 只 要 对 &,%,5 为 左 不 变 向 量 场 去 验证 这 个 等 式 .这 时 我 们 有 (Ly (A Lz(4)) = 
{全 多 6 二 弟 数 ,有 即 个 依赖 于 4 eG 因而 


Or vtLy,L2)=0. 


{ 这 里 的 《yo 是 相 应 的 李 代 数 g 上 基 灵 度量 .} 另 一 方面 ， 
(Voxby. Lz + tly Vixtiz) = 3{ (Le Lz) + (Ly Llx,2])} 


~ 了 ff， 玖 2310 二 人 IX, ZI}o} = 0, 


这 是 网 为 ad 艺 关于 莫 灵 度量 是 个 反 称 的 线性 算 子 ( 见 24). 引 埋 得 证 ， 辣 
由 此 (以 及 由 雅 可 比 恒等式 ) 容易 得 到 
推论 与 基 泥 度 晤 柑 容 的 对 称 联络 的 曲率 有 公式 【参照 公式 【7 为 


REX Dr 一 DL,2) (RUEv,Ty JE Liwy = {0Y ,ZWDo. (23) 

我 们 还 要 求 出 与 基 灵 度量 相 容 的 联络 的 测 地 线 . 因为 群 G 上 的 位 移 是 平移 , 故 
而 只 要 确定 通过 群 的 单位 元 的 测 地 线 就 可 以 了 . 有 下 面 的 定理 , 

定理 30.5. 通过 群 单位 元 的 基 灵 度量 的 测 地 线 正好 是 群 的 单 参数 子 群 ， 

证 明 设 4 的 二 cxp[tX), 对 Eg,1 为 实 参 数 ,为 单 傅 数 子 群 , 它 的 速度 向 量 是 左 
不 变 向 量 场 Lx{ 更 准确 地 说 , 它 是 在 曲线 4() 上 的 限制 ), 赦 而 


: 1 ， 
Vd 一 VixLx 一 3 LNA 一 (24 


因此 , 此 时 的 单 参数 卫 群 是 测 地 线 . 因为 从 单位 元 可 以 发 出 具 任意 初始 速记 向 
量 的 单 参数 子 群 , 故而 由 唯一 性 定理 我 们 得 到 了 所 有 的 测 地 线 . 定理 证 毕 . 
4, 彼得 松 - 柯达 齐 方程 ， 具 常 负 曲率 的 曲面 和 “正弦 - 戈 登 ”方程 


没 > = rte1,z2) 为 在 欧 氏 空间 ER? 中 的 曲面 ,gsj 为 在 曲面 上 诱导 的 度量 在 曲面 
上 也 出 现 了 第 二 基本 型 bjdzidzi, 其 中 


已 Or 
bis 一 (者; 83 n) +: (25) 


区 为 曲面 的 单位 法 向 量 ,i,》 为 有 R? 中 的 欧 儿 里 得 内 积 . 
如 何 计算 与 度量 wy 相 容 的 对 称 联络 的 分 量 ? 
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命题 30.1. 设 在 曲面 r(x!, v2) 上 的 度量 为 9y; 那么 与 此 度 朋 相 容 的 对 称 联络 
的 分 量 可 用 下 面 公 式 计 算 : 


= (BE 9 (i hk = 1,2), (26) 


其 
4 站 ri Orl 


了 了 


或 者 
D2r kor 


Dr = = baynt t+ Te (27) 


Ti" Ori 


dgis 本 D2r Ar 于 Or Ber 
drs AD Ori dri dridws f 


和 由 这 个 等 式 和 克 里 斯 托 费 尔 公式 (29.3.13), 对 局 j,s = 1,2 得 到 (26). 


证 明 因为 gi 人 知 ) 区 看 87.3), 如 


洛 - Or 人 
Bo 各 方向 nm 的 分 莉 为 已 和 有， 故而 对 某 1 
D2 ,Or 
Drigr bij + 了 Br 
人 X， 
Or r/o ok 
OriOri Hr/ HN\ Ope’ Or/ ™ ig 
比较 这 最 后 的 等 式 与 【26), 得 到 Ea 一 了 这 就 是 所 要 证 明 的 . 口 
简明 起 见 ， i 7 一 et 一 上 2 癌 最 (£1, Ee2. 7) 构成 了 3 中 的 正 交 基 ， 它们 光 


汪 地 依 坟 前面 的 点 我 们 还 杰 算 出 导数 中 ,i 二 4,2, 因为 向 基 m 为 单位 法 向 量 ， 


故 导数 了 去 一 7 与 4 正 变 (参看 辐 }. 由 等 式 出 i) 二 人 0 得 到 


0 ~、 /on Oey 
0= Bl 9) -总 .)+(n ' Dri 


Dr 
-人 (中 中 ,oo) + 


On ; ; | 
ba {28) 


Dr’ 
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由 等 式 (27) 利 (28) 得 到 下 面 的 相 容 性 的 条 件 : 


2 一 5 及 一 baybher + 2 + TH brs + | 
B20 
Br 
蝶 痢 1 
Et 二 十 of 加 县 站 一 bij 扩 一 bax bi, (291 
Ty 2 一 Ti bis 一 Tbks. (30) 


称 方程 (29) 为 高 斯 方程 .(29) 的 左 端 即 是 曲率 张 量 型 六， 并且 这 个 等 式 等 价 于 上 面 
证 明 过 的 关于 高 斯 曲率 和 数值 曲 举 之 间 头 系 的 定理 ( 定 埋 30.4; 请 验证 !} 

称 公式 (30) 为 披 得 被 - 柯达 弃 方 程 . 

注 彼得 松 ”柯达 齐 方程 给 出 了 使 形式 56;;(x1,w?) 能 够 成 为 空间 R3 中 曲面 上 
的 第 二 基本 型 的 必要 条 件 , 庙 曲 面 上 的 度量 为 giy(x1,z2), 在 这 里 的 [5 山 克 里 斯 托 
费 尔 公式 用 gj 计算 . 可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

误 一 个 上 曲面 是 负 遇 雍 天 < 0, 从 而 到 -51ias > 0 (参看 88.3 中 的 公式 (26)}. 
于 是 能 够 在 此 出 面 上 (局 部 地 ) 引 人 这 样 的 学 标 (p,q), 使 得 在 此 坐标 下 第 二 基本 型 
为 


bijdr dz’ = 2bpaodpadg (31) 
{缺少 了 gp? 和 dq? 的 项 ). 如 果 员 外 有 下 = 常数 (例如 天 = 一 1), 则 对 方程 F (gppgag™ 
920) 一 一 名 。 微分 并 利用 彼得 松 … 柯达 齐 方程 , 我 们 得 到 (请 验证 !) 


Popp _ 0 eg 
Ou ， ap 


(在 这 里 注意 到 了 在 坐标 p,q 的 选取 中 可 以 任意 , 只 要 使 得 局 部 有 go 关 0 就 可 以 了 ). 
我 们 选取 新 的 坐标 (z, 好 于 曲面 上 , 其 中 


Pp 9 - 
站 二 Voprdp He= / Vadd. (33) 
Pn 90 


=0 (32) 


在 坐标 {x,y) 下 第 一 和 第 基本 型 为 


ds? = dr? 十 2grvydrdy 十 人 1 ， bai = 2hrydrdy. (34) 


设 gry = cos ww, 其 中 ou 为 坐标 曲线 {x,yy) 之 间 掏 夹 角 (切线 的 严 角 ). 于 是 站 玉生 1 
时 高 斯 方程 为 


Way = Bil tw. (35) 
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在 物 埋 学 的 交 献 中 党 称 此 方程 为 “ 正 张 - 匡 登 "方程 令 x 一 4 = < ,此 户 
程 化 为 


dw Boom . | > 
D7 一 BET = Bl i (36) 


习题 
30.1. 证 有 明 方 称 (36) 不 依赖 十 有 遇 当 7 一 +00 时 递 降 的 解 对 应 十 申 牵 六 = 
一 1 的 如 下 旋转 谭 : 


1+w1l—22 yy 
Wr 二 2 


z=—Vl ln 


(内 尔 特 控 米 伪 球 ). 

30.2.。 证 明 公 式 [18). 

30.3， 设 Zz),14 = 1,2 为 分 段 光 洪 昌 线 ， 它 围 成 了 区 城 U. 证 时 Ap = 
六 下 VBdal A dz? 为 向 量 沿 曲线 天 (人 纤 行 移动 : 周 的 旋转 角 (EK 为 高 斯 曲率 }. 
”30.4， 如 果 这 条 曲线 由 三 条 测 地 线 弧 组 成 , 并 且 曲 率 K 为 常数 , 则 这 个 测 地 二 
角形 的 角 之 和 等 于 有 + Ko, 其 中 o 为 此 三 角 夫 的 面积 (请 证 明 1y， 调 涝 察 球面 和 岁 
巴 切 去 斯 基 平 面 的 情形 . 

30.5， 设 和 1,… ,fn 是 在 n 维 黎 曼 (或 盆 黎 受 ) 空间 中 的 向 量 场 满足 gj， = 
人 人] = 的 太 . 计算 与 此 度量 相 容 的 对 称 联络 78( 这 里 Yee = 全) 

30.6， 我 们 将 向 量 上 = (5*) 绕 正 方形 平移 -- 周 ; 好 正方 形 的 边 为 <, 山 华 标 轴 
2 张 成 ( 道 时 针 方 向 ) 设 le) 为 此 线 行 …- 圈 后 的 结果 . 证 明 


ee) 一 人 


lim 二 一 -一 -一 
ED 


30.7. 证 明 对 与 度量 相 容 的 对 称 联 绕 的 曲率 张 详 的 比 安 世 恒 等 式 


Vm Rak + Vi Bing + Ve 


Tn 


30.8.。 由 工 个 习题 中 的 公式 推出 下 而 对 里 奇 张 基 的 发 散 量 的 恒等式 : 


x lOR 
tm 一 2 Dem 

30.9. 设 1 机 和 于 为 x 维 获 曼 字 间 中 的 法 正 交 | 丫 量 场 ， I 为 对 偶 
1 形式 : wi Kj) = bi (很 年 所 有 村 标 均 为 下 指标 }). 定义 1- 彤 式 wx; 和 2- 形式 Ci 
为 


1 
wii {i 二 3 Pi A wt. 
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其 巾 Wx Xj = TN (XE RD Ny Ne) = Figkti 而 取 和 是 对 重复 指标 进行 的 . 

9) 证 明 wj = 一 wj 

b) 推 哇 下面 的 关系 (高 当 结 构 方 程 ) 

过 = 一 以 六 7 
全 cj 一 rt A 1s 一 {017, 
dd = fd Ni + oir A oy- 

30.10， 让 上 一 轨 题 的 记号 下 , 我 们 定 文 在 偶 维 数 n 情 撒 下 的 形式 Qi) 和 

如 下 : 
{aRY 一 {iio 人 了 A LF 办 ii - 
4 一 站 了 闪 人 入 fi gis in 一 27m)， 

a) 证 明 形式 Qj, 2 的 定义 不 依赖 于 法 正 交 标 扣 X1,… ,XX 

b) 形式 CD 为 闭 . 

c) 得 出 这 些 形 式 在 坐标 下 的 表达 式 . 

dj) 对 ?=2 形式 及 为 有 = 下 dzlAd 必 2 乓 为 高 斯 骨 率 . 

8) 对 伪 歼 闸 空 间 推导 出 类 似 于 习题 30.9 和 30.10 的 公式 . 
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831. 一 维 变 分 问题 
1. 殉 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 
我 们 在 829 中 定义 过 测 地 线 zi = xri(t), 其 方程 为 wz) 一 0 其 中 Ti = 2 为 
曲线 的 速度 向 旦 , 或 者 


号 1 nT [3 . 
+ 信守 儿 - =0. (1) 
如 果 峰 络 1 对 称 旦 与 度量 g;; 由 容 , 则 分 痢 站 可 通过 gij 表达 , 从 而 浏 弛 线 由 度 
量 定义 . 除了 测 地 线 的 速度 向 其 沿 自 和 里 平移 仍 为 速度 向 量 外 , 淹 地 线 玉 有 其 他 什么 
几何 社 质 ? 我 们 所 熟知 的 是 测 地 线 (局 部 地 ) 最 短 , 即 它 比 连接 两 个 相持 充分 靠近 同 
样 点 的 任意 其 他 出线 的 长 度 更 小 , 我 们 要 在 这 里 解释 这 个 问题 . 

以 更 广泛 的 观点 对 待 这 个 问题 是 有 好 处 的 . 设 上 (zx,&,t) 为 点 z= (25 ,zay 的 
任意 函数 , 而 & = (8 为 在 此 点 的 切 丫 其 . 我 们 考虑 对 同 定 的 点 P= (对 ,好 
和 @ 二 (二 ,2), 和 所 有 连接 这 两 个 点 的 光滑 曲线 4: x1 = Zagt&b (固定 的 
a 和 到 aifey = vi, 2 (Db) = ms. 

考虑 量 


如 
Ss[y] = 了 L(z(t), (0), dt. (2) 
其 ( 江 函 )S[Yy] 被 称 做 作用 . 在 呢 条 曲线 ? 上 泛 函 5m] 极 小 ? 
但 
例 31L1 丽 Ln = go58. 了 是 Sp] = / 


[ps 
L(x, Rdt = 上 8 和 = 
P P 
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/ ”aa 在 哪 条 用 线 7 二 {ztb} 上 泛 本 SU 极 小 ? 
Pp 


例 31.2， 设 工 (2 = Ve = VE 人 一 | 引 (向 量 的 长 度 ). 于 是 Sm] = 


a 
/ gzididt 为 曲线 7 的 长 . 在 态 记 利 @ 站 时 一 条 出线 长 讼 最 小 ? 
Pp 


例 31.3.， 设 度量 是 欧 儿 里 得 的 . 令 地 = it 一 U(x), 其 中 5 为 点 的 某 个 


| ， 
函数 . 于 居 Sy] = / [Go02 -Delat 使 Sy 极 小 的 曲线 4 是 质量 为 m 的 
P 伟 


在 力 场 所 二 二 中 的 运动 轨 线 . 


式 


我 们 有 一 个 简明 的 定理 . 
定理 31.1， 如 音 S[y] = 上 I(z,,t)t 在 从 PP 出 发 到 @ 的 所 有 光滑 曲线 中 
的 曲线 54: xi = xi(t) 上 取得 极 小 位 , 好 泊 曲 线 ?7 成立 方程 


第 (着)- 东 =" i 二 1, nn, | (3) 


站 Dz! 


其 中 
OL _ OL(w,é,) 


Ba Oe 


和 


后 = 
a (器 OL 02L R 并 
dt 下 ) (si + WE 区 过) E 一 全 
{ 香 作 是 到 = 工 (z1 ,47 en9 有 ,其 中 和 # 为 独立 变量 , 然后 朋 在 曲线 
We 人 
上 以 各 一 证 代入 ). 
证 明 设 于 = 六 (ests 为 任意 光滑 两 数 使 得 wi(a) = 0,wi() = 0. 考虑 表达 


sly+en] ~ 
SD sh a 


lim 
em EE 


&=0 


其 中 二 en 为 曲线 x = 于 的 十 2 人 的 , 它 也 由 PP 到 @ 并 以 小 的 = 蒜 近 曲线 7 全 


引 理 31,1， 如 昌 3[n] 极 小 , 对 任意 光滑 的 向 量 值 两 数 w(t), 如 果 它 在 时 间 区 间 
的 机 端 取 零 值 , 我 们 则 有 


jm D+ = SH 
s+ 后 
证 明 起 然 . 口 
骨 回 到 定理 的 证 明 ., 我 们 来 展开 SD [3 十 zj|a-o 我 们 有 


三 0., 


ES— 人 0} 


2 
= 去 2 十 < 
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5 [gL 1 AL ., 
gs=0 -人 { 吧 ， (0 + ei OO} et=0, (4) 
其 中 的 积分 , 按 定义 应 沿 助 线 7 


一 (和 一 证 的 


i 
二 5 + 


进行 计算 . 
这 个 等 式 对 于 在 时 间 区 间 两 端 为 零 的 任意 光滑 向 量 值 了 两 数 都 成 广 . 
我 们 注意 有 下 面 的 恒等式 ， 
ss goL, 
" -| at 
二 也 / 了 地 (天 


DE 
bh b 
(分 部 积分 ， 因 为 中 lo) 一 Wi(b) = 0 我 们 得 到 人 55Hdt = /和 (器 ) wm 


dL 
to oe! 


四 


入 


t 


Be Be 
[sl 


将 此 表达 式 代 人 公式 [4), 我 们 看 出 , 对 任意 在 时 间 区 间 遇 端 为 零 的 尖 滑 向 量 值 两 数 
(成 立 等 式 


a 
SS[Y 十 sn 


de 


brs: a 
ob doL| 1, 
=|/ 闪 - ndt = 0, (5) 


EF 二 =] 
这 时 , 我 们 记得 在 所 有 联结 点 P 和 9@ 的 光滑 曲线 中 , 它 在 曲线 y : zi = zwi(t) 达到 也 
数 5[%y] 的 极 小 值 . 
由 此 可 以 得 出 等 式 
aL dd BL pp jl 


= Or: HOF 
事实 上 , 如 果 嫩 ( 旨 关 0 对 某 个 i 和 某 个 4 与 8 之 间 的 刀 成 立 , 则 容易 选 出 那样 的 消 
数 六 的 使 (5) 不 为 零 (和 例如, 令 六 = WW( 提 , 当 了 人 zz0 并 企 区 间 端 点 取 霉 时 我 们 将 
在 积分 下 得 到 下 数 ). 内 而 定理 得 证 . 口 


,1 


定义 31.1， 称 // 程 和 ( 训 ) = 号 的 解 为 江 两 $ 的 极 值 曲线 
Ha Opt 


我 们 贞 给 出 几 个 定义 . 
D) 称 被 积 了 两 数 


L= Er t,t = Lr,t,t) (6) 
为 拉 格 衣 日 函数 . 
2) 称 表达 式 
0L aL 
P=- Prd t= Btt) = ta “LL=Za -I (7) 


为 能 量 ， 
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3) 称 表 达 式 | 
OL 


Di 二 BE 一 基 二 ( 余 向 量 ) {8) 
为 动量 . 
4) 称 表 过 让 
户 二 5 (也 是 余 癌 其) {9) 
汶 力 . 


5) 称 定 埋 31.1 中 的 方程 ( 极 值 方程 ) 


沟 欧 拉 ” 拉 格 妆 日 方程 . 
6) 称 表 达 式 


§5 OL d/oL 
Br dri dt (和 站) 010) 
为 证 曙 SIY] 的 变 分 导数 .由 定理 31.1 的 证 明 中 香 出 另 -- 个 关于 变 分 导数 的 定义 : 量 


0 中 下 而 等 式 定义 : 


b 
53 ， 
=/ 5 二星 (11) 


点 该 指引 , 拉 格 朗 日 函数 , 能 量 和 动量 的 定义 并 非 完全 确定 的 , 它 愉 准确 到 一 种 
变换 形式 : 


a 人 
ze 十 Ef 


rN np_of df 
DLt i P=-E- ?= . 


2. 泛 西 的 基本 例子 
例 31.4。 如 果 工 = 到 和 (60? 一 Da 其 中 忌 为 点 的 两 数 , 则 = 一 90 ,ps = 


mi, 我 们 右 a 
声 二 ff 或 mi 
Bri 


这 是 在 位 势力 场 了 = -grad UV 下 , 质量 为 mr 的 质点 的 运动 (牛顿 ) 方程 . 我 们 在 经 
上 暴力 学 中 已 熟知 了 . 我 们 得 到 这 个 质点 的 运动 轨 线 与 泛 丽 5 的 极 值 曲线 相同 . 其 中 


向 二 / [二 Di)? 一 Ce)| tr 


(12) 


(最 小 作用 原理 ). 
例 31.5， 如 果 工 = 了 396 则 Di = 0 全 大 一 于 3 攻 667. 我 们 得 到 极 值 方程 


Gpk 1 09ii ， 7 
a DO, HP pr gies’, 
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中 18 
OUIk . ji i i 
Bt? 3 rk to, 


dp 
er 


因为 gmgyx = 好， 我 们 得 到 


D9; 1 OgiyY a.s 
TT 


现在 注意 证 卜 面 的 信 等 式 : 


gj . 1 Ogik Dgjx 
kr HIE i 7 i km 0 
9 Bet” ” a TY (加 ori 


将 其 代 人 上 面 的 方程 中 我 们 便 得 到 了 


是 2 十 下村 di = 0, (13) 
中 1 8 8 8 
nL km WE ik 9 . 
Ti 9 ( 笋 Br 3 ) 44 


这 是 与 度量 g;; 相 容 的 对 称 联络 . 
因此 , 我 们 已 证 明了 


加 
定理 31.2， 如 果 一 gy = 们 勒 一 人 PSn] 一 人 辕 ?de 则 概 值 明 线 ( 特 
别 地 , 极 小 ) 的 欧 挤 - 拉 格 上 裔 日 方程 与 测 邮 线 方程 相同 . 


局 
例 31.6. 如 果 工 = 名 可 = ltl, 则 表达 式 5 = /zldt( 长 度 ) 不 依赖 于 参 
也 
数 + 这 时 的 罗拉 - 拉 格 明日 方程 为 区 (3 车] = 中 二 或 者 


a gj Sj 7 

dt \ Vgadid 2 9 Fit 
如 果 赋 予 曲 线 的 参数 与 白 然 参数 成 比例 , 即 1 = 常数 -4 则 w952537 = 他 | 常 煞 ， 
于 是 得 到 


1 Og; 
了 i 
4 (gw) = Dnt: 


这 与 上 上 面 例 31.5 的 极 值 方程 相同 , 但 现在 只 ,放量 线 的 参数 与 自然 参数 让 比例 时 得 到 

在 这 举 我 们 将 约定 以 更 广 的 合 文 来 解释 “自然 参数 "这 个 词汇 :我 们 也 称 与 自然 
参数 成 比例 的 参数 为 自然 参数 .， 

我 们 注意 , 在 例 31.2 中 世 可 局 限于 考虑 具 自 然 参数 的 曲线 , 这 是 由 于 曲线 的 长 
度 不 依赖 于 曲线 的 参数 . 

那么 , 我 们 已 让 戎 了 


$31， 一 维 变 分 问题 3249 ， 


定理 31.3. 如 果 在 曲线 上 选取 自然 参数 , 则 对 长 度 工 = 9%556 的 泛 琴 的 极 

值 (特别 十 极 小 ) 曲线 的 欧 拉 - 拉 格 斋 日 方程 同 于 测 地 线 的 方程 .因此 作为 连 

接点 也 利 @ 的 所 有 曲线 中 最 短 的 光 潜 曲线 满 是 对 于 自然 参数 的 测 地 线 方 程 ， 

我 们 来 指出 任意 拉 格 朗 日 衣 数 的 能 量 和 动量 的 某 些 性 质 ， 

第 .个 性 质 〔(“ 能 量 守恒 ")], 如 果 拉 烙 朗 上 日 函数 到 = 了 ze) 与 二 无 显 式 关系 , 则 
能 量 五 沿 极 值 出 线 的 全 导数 等 于 党 ; 


FE a (人 dL ) .iL 了 ( 藻 ) orL .; OL., 
一 守 | 二 让 一 十 十 [a 区 


A Be ” gs Ha dr oa 
-2 LY 0 
加 dr Da 


第 二 个 性 质 (* 动 星 守 司 "). 如 果 选 择 坐 标 zi， ,zm 使 也 = 0 , 则 洛 任意 极 值 


df Oi 
坐标 x 为 循环 上 坐标 . , 
例 31.7 如 果 工 = 3 9, 于 是 一 工 = 51. 由 能 基 守 性 定律 , 济 泛 羡 


5 = /5at 的 极 值 曲线 有 5 = 0. 因此 , 这 时 朴 值 曲线 总 是 济 地 线 , 而 沿 整 个 山 线 其 


曲线 成 立 等 式 记 训 ( 器 ) = 0 这 可 由 欧 拉 - 拉 格 朗 昌 方程 得 到 .在 这 种 情况 称 


速度 都 为 常数 (在 自然 参数 下 的 速度 )， 
注 如 果 抗 格 朗 日 丽 数 5(z, 站 是 关于 6 一 上 的- - 阶 齐 次 两 数 ,， 即 L(x, 和 hE) 一 
AL(z;6) (例如 , 厂 = V 全 村), 则 能 量 5 值 等 于 零 , 且 在 极 值 曲 线 上 可 取 任 意 参 数 . 
例 31.8 如 果 三 维 欧 氏 空 间 中 的 曲面 由 柱 面 华 标 的 方程 f(z,7) =0 给 出 (旋转 
面 ), 则 在 曲面 上 (局 部 ) 坐标 中 的 一 个 可 取 作 角 yw, 而 另 - -个 为 7 或 z. 度 最 的 形式 
为 


dl? = dz2 十 dr? + rdw, 


苦 局 部 地 有 ” = rfz), 则 


< 一 gsG22 十 ri(z)dp, gij = Y= [A . 
0 2 


对 于 测 地 线 的 近 格 朗 品 丽 数 为 
EC Gen 十 720 


+ | 同 。 历 和 | 二 相 _ Br ,. 8L 2 
又 有 能量 忆 一 工 和 动量 pe = 如 = p= i = 但 . 
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在 曲面 上 的 局 部 坐标 为 z 和 2 考虑 它们 的 单位 基 向 量 ez 和 se. 这 些 基 向 最 
的 内 积 为 ; 


{Er Ez) 一 zr: {Ez, Fo 一 0, {Eipr Cp) 一 r2 (z), 


考虑 测 地 线 的 速度 向 量 v = (z, 癌 , 我 们 来 计算 wu 和 e,, 之 间 的 夹 角 六: 


Cu, Ep) 7 站 Pi 


VO, DV) (Gp ee) VEr VEr 


Cos 划一 


故而 reos 六 二 后 二 常数 . 


最后 得 到 
定理 31.4.{ 完 荣 罗 ) 量 rcos 区 沿 二 维 空间 到 3 中 曲 备 上 的 测 地 线 保 持 不 灾 . 


因为 ps = 7 二 常数 和 28 二 gs 站 十 222 二 常数 ,我 们 得 到 ry 二 至 ,2 严 = 
畏 ” 


2 
gzs() 癌 十 学 ,其 中 一 7(z). 这 人 允许 对 于 旋转 曲面 上 的 测 地 线 方程 


r2 


dp = Fe dt 出 = (15) 


F202) 


习题 
31.1， 设 在 拉 格 六 日 函数 上 中 包含 了 高 阶 导数 ; 


LD = Lz ts, ,0); Sy) = | 下 jd 


了 


证 明 对 汉 了 所 Sm] 的 极 值 曲线 成 立 下 而 的 欧 拉 - 拉 格 朗 口 方程 : 


65 OL dL dorL | aa OL 
bz Or dear 


BE Tl) Tm 0 
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1. 保持 某 个 变 分 问题 不 变 的 变换 群 

利用 单 参 数 变 柳 冬 ( 见 包罗, 可 以 对 上 - . 节 所 得 到 的 动量 守恒 定律 给 出 更 加 方 
便 的 不 变形 式 . 

发 在 开 "” 中 给 出 了 (局 部 的 ) 单 参数 变换 群 5,, -ec < 7 < se, 它 其 有 下 列 性 质 : 


§323. 守恒 定律 - 251- 


1) 对 任意 点 了 存在 数 mm > 0 和 点 在 R"* 中 的 邻 城 矿 使 得 当 |7| < h 时 5 
有 年 久 (并且 光滑) 
7 : Cr 一 他 要 ”， (1) 
2) S55 = 并 恒 问 变 搞 )， 
Snrm 一 Sr, 0 DH, 所 一 妆 1 {2) 


(在 所 有 这 些 变换 有 定义 处 成 立 ) 
我 们 回忆 , 每 个 局 部 单 参 数 搓 有 着 相伴 的 向 基 场 , 它 切 于 簿 线 3 (x); 


(二 站 = X{L) = 所 | . (3) 
= 
反之 ,向 最 场 (X5 也 定义 丁 群 8., 它 根据 常生 分 方程 解 的 存在 和 唯一 性 定理 而 
得 到 ， 访 时 对 任意 全 {XX 站 不 为 零 的 点 x E 民 ” 可 以 找到 这 个 点 的 分 域 5 及 其 上 的 
坐标 y,… ,7 司 得 变换 5S， 当 r 小 时 与 


8 (二 有 (4) 


对 这 种 形式 的 解 的 存在 性 定理 在 适当 的 地 方 还 会 被 进步 应 用 
定义 32.1.， 称 单 参数 变换 寿 Sr 为 拉 格 朗 日 请 数 Lt,&,j 守恒 是 说 


EL(Sr(e), Sek,t) =0, (5) 


共 中 5 为 切 空间 的 上 映射 (好 822.2), 
令吉 (使 = 二 oO) erj ) = SG 一 5(0) 方程 (4) 的 左 端 便 有 形式 


dL i oar OL dei(r) 
dT 和 130 OEi(F) dr ” 


然而 根据 522.2 有 #i{7) = 2 (将 wi(7) 看 作 是 47(0) 的 表 数 = 1,.… ,n), 大 
dh i 2 OL ji 日 fadtilr) 
dr ( ) Bf) T Be a ( dT ) 
计算 当 了 =0 时 的 导数 , 我 们 便 得 到 如 下 关系 : 
aL ii XL 
Tl Bt on ge ? (6) 


( 表 数 L(x,5,) 洲 向 量 场 (X') 的 李 导 数 等 于 零 ) 这 就 是 关于 杰 操 群 5. 为 搞 梅 朗 日 
函数 工 守恒 的 条 件 . 
有 下 面 的 定理 . 
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定理 32.1。 如 果 单 参数 变换 群 8， 为 控 格 朗 日 函数 上 守恒 , 则 成 立 动量 分 量 
沿 向 量 场 X= (X9 的 守 怪 定律 : 
三 i OL _a i ， 
二 (x 其) = Xp) = 0 (7) 
其 中 X(z) = 上 Sr(o)h =o 
证 明 考虑 点 x e Rn 使 X(z) 关 0, 并 日 有 它 的 邻 域 U, 在 其 中 存在 坐标 
(yl, 1 使 在 其 下 Sr 可 写成 二 军 所 捕 述 过 的 样子 : 和 2 Ed {py 十 
也 22 ,9"), 在 这 样 的 坐标 下 拉 格 斋 昌 函数 守恒 的 条 件 为 
BL(y, 芒 
Du! 
因此 在 极 值 昌 线 y = y(5 上 有 和 (让 = 0. 但 是 沿 轴 六 的 单位 向 量 是 个 向 量 场 


至 用. 


四. 所 以 在 所 指出 的 坐标 卞 < < 一 2 定理 证 完 . 口 
Oy Dz! 


2， 几 个 例子 . 守恒 定律 的 应 用 
例 32.1. 其 非 零 质量 的 相对 论 中 的 〈 自 由 ) 粽子 在 具 坐 标 (fo0, cue2, as,z0 = 
ct 的 赔 可 天 斯 基 空 间 中 定义 了 在 类 时 机 线 上 的 下 面 两 个 泛 函 (作用 ) 中 的 一 个 


s1= GB fsar = (30)? Pe” 了 (8) 
fe (9) 


在 空间 R14 中 的 有 质量 的 粒子 的 世界 线 是 泛 函 5 或 8 的 极 值 曲线 {相对论 的 极 
小 作用 原理 ), 容易 验证 (如 同 在 831 中 那样 )， 这 两 个 证 辆 的 和 柚 值 曲线 是 一 样 的 . 如 
同 我 们 已 看 到 的 , 比照 于 经 典 为 学 时 , 使 用 品 是 更 为 方便 的 . 

在 (9) 的 情形 中 ,> 可 以 取 作 任意 的 参数 , 通常 选取 r = 一 wo fe. 

在 此 参数 化 下 , 我 们 有 


2 
$2 — ma = -me f yi -入 (10) 


Er 


i 一 TE! = 1,2,3 
(w = lw 人 三 给 过 ye 为 固有 时间)， 按 通常 的 规则 , 我 们 记 名 = 5dt, 其 中 
五 一 -Tec 去 ;我 们 注意 到 这 个 拉 格 朗 日 函数 也 是 个 一 维 的 量 . 对 这 个 拉 格 并 
日 en Ac 
B=po LL (11) 
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pe = a (12) 
Ee 
本 
对 
i 
。 3f. 203 a 
EK ~ Me 1+ a +t ,Pe ~ Mw? 十 


即 在 经 典 表 达 式 的 .- 阶 近 似 上 我 们 得 到 动 基 为 
Da A Ho (13} 


(参看 $831), 而 准确 到 常数 mcz 下 , 能 量 就 是 经 典 表达 式 


Th 2 


Eme+ a {14) 
此 外 , 还 成 立 恒 等 式 
Beppo= met, Fevp + me?. (15) 


如 果 五 > 0, 则 点 (E,cp) 取 在 六 可 夫 斯 基 空 间 有 Rf 中 的 三 维 网 巴 切 去 斯 基 空间 ( 质 
好 昌 面 ) 上 , 而 了 4 的 谷 标 汶 互 , cp. 
在 此 二 维 形 臣 体系 的 框架 中 能 量 和 动量 是 全 然 不 同 的 , 而 时 间 是 -- :个 单独 的 
坐标 . 
Ur dz 


我 们 转向 泛 卫 表示 的 作用 9 ~ 于 六 坚 , 到 ydr 由 于 上 “ 节 的 结果 ,在 这 


里 极 值 曲线 的 参数 是 白 然 参数 {" 能 量 ” 体 系 的 守重 定律 ) 我 们 定义 4 动量 南 = 
(D0,Pa),0 = 1,2,3, 为 


~ gL , 
于 = 一 0,1,2,3， 其 路 一 上 
我 们 得 到 
i 0 mex OL 
arn "Bo = Bre MoT = 1,2,3. 


如 昌 在 闵可夫 斯 基 度 量 下 提升 余 向 量 志 的 指标 , 则 得 到 向 量 
P= mer', 1=0,1,2,3. 


因为 济 泛 函 的 极 值 曲线 , 参数 是 自然 的 , 故而 


| ， 和 
dl dt ws 
i 


.254 ， 第 五 章 变 分 法 原理 


2 
me ， 
B= mer = (16) 
re 1 me 


结论 4 动量 由 关系 式 


万 一 EB, 六 一 cpe {17) 


与 一 维 能 量 和 动量 相关 腾 , 也 称 4 元 动量 为 能 量 -动量 向 量 . 
结论 在 治 伦 兹 变换 下 , 能 其 动量 向 量 {F,cp) 如 同 4 向 其 那样 变化 , 有 质量 
的 粒子 的 4 动量 位 于 有 质量 的 南面 上 . 曲面 上 具有 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 结构 : 
3 
五 2 e2p? = (部 )2 》 (了 了 = me (18) 


=1 


特别 , 对 转移 到 以 速度 w 方向 沿 x! 轴 作 句 速 运动 的 坐标 条 中, 我 们 有 


(Eep) 一 (BE’, cp), 


其 中 
FPF'= E—piv 
ny | 
Ev 
二 本 tp + F 
Di 二 Pa 二 Poe， ps = Pa. (19) 
1! 到 


当 = 一 0 我 们 得 到 B= 二 巨 一 piv+ 常数 ,p' 二 p+ 常数 . 

例 32.2. 广义 相对 论 的 基本 公设 是 爱 因 斯 坦 假 设 : 引力 场 不 是 别 的 , 而 是 思维 
时 空空 间 中 度量 giy( 在 每 点 的 符 写 为 (+ -一 一 站 . 在 没有 其 他 任何 力 的 情形 下 , 具 质 
寺 zr > 9 的 测试 粒子 在 引力 易 中 按 类 时 测 地 线 运 动 , 此 测 地 线 由 作用 


51 一 了 1 (ce (20) 


的 极 值 化 定义 .mm = 0 的 粒子 则 按 迷 向 测 地 线 运 动 , 沿 此 曲线 有 (2,) = 0. 
由 经 典 的 引力 势 画 数 jp(z0,z),z0 = ct 定义 了 弱 场 . 它 由 度 其 得 出 , 而 此 度量 能 
形式 地 展开 为 1/c 的 级 数 : 


0 1 
gu = 0 eg + C3 : 90 = 2p{2°, 2), (21) 
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为 因 可 夫 斯 基 庶 量 , 其 中 含 1ye 的 这 .项 缺失 . 
0 _1 
定义 32.2， 在 暗 场 中 的 类 时 测 地 线 ze 二 w(t 二 二 如 果 


作为 慢 的 . 
对 站 然 参数 (固有 时 间 ), 在 弱 场 中 的 慢 测 地 线 为 


二 鼠 被 称 


或 考 {22) 


因此 在 测 地 线 方程 


路 , 其 参数 为 自然 参数 , 在 相差 0 (总 ) 下 可 以 用 性 蒜 换 dr 
命题 32.1、， 弱 场 中 的 慢 测 地 线 方 程 具 形式 
dr ow 1 
dr Bar 10 人 (23) 


一 三 在 经 典 引 力 场 的 位 势 函 数 yy 的 和 牛顿 方程 相同 . 
证 明 对 于 由 公式 


TT? = 1 电导 Ogpa | Oged gpe 
29 Dr" dre org 


进行 计算 的 克星 斯 托 费 尔 符号 ,我们 名 :1) 由 于 (2D), 时 数 2 = 了 2 的 阶 


为 0 舍 ) (度量 gy 为 常 值 , 基 ;为 有 限 );2) 导数 os (n= 1,3,3) 的 阶 为 


O (去 ) (证 se 为 有 限 ) 故而 出 在 测 地 方程 中 具有 克 氏 符号 的 那些 项 .其 阶 最 高 
的 项 十 i020 = 了 OO ( : ) . 对 于 rm 我 们 有 


， 1 Dgoo fl 1 Bp 1 
i 一 一 TRE | 一 
而 = 39 ( 3 十 加 3 Eet0 ( 志 ) ,a = 1,2,3. 


由 此 得 到 所 要 的 命题 , 口 
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例 32.3. 个 质点 相互 作用 的 经 典 系 统 申 拉 格 郎 口 函数 (在 空间 R3* 中 ) 


LY py | (24) 
一 之 1: ns FT 
5 一 1 


给 出 , 其 路 = 22 (om) 
+ 


我 们 假定 此 系统 为 平移 不 变 . 换 句 话说 , 在 变换 
于 (25) 
下 拉 格 朗 口 两 数 不 变 : 工 一 工 . 为 此 只 要 VY 为 变 莉 差 的 两 数 即 可 : 
V(r 87) = V (ws — zi). (26) 
于 是 由 动量 守恒 定律 得 到 总 动量 守恒 : 


dn 
at 


二 0 其 中 PP 一 $i (27) 


zi 一 ] 
证 明 我 们 有 作用 在 Rw 于 的 二 个 寿 S59 (a = 1,2,3), 其 规则 是 


SH 3 23. (28) 


a 
向 基 场 XY 一 二 59(z) 为 
T= 


HL) 一 (1， D, D, 1,09.,09, ss 1,0, D), 
X= {0,1,0,0,1,0,... ,0,1,0), . {29) 
XD 一 《0,0， 1,0,0, 工 :0,0, 1). 

根据 一 般 情 形 的 定理 32.1, 我 们 得 到 一 个 守恒 定律 


Te 
Pin = Dm, a = 1,2,3. 口 
1 二 1 


我 们 着 砌 4 二 2, 工 一 全 四 -+22 如- -tel -zz) 的 情形 . 我 们 转向 匀速 和 
动 的 坐标 系 , 在 其 中 Pi = 0. 于 是 有 
md + ago = 0. : (30) 


我 们 选择 质心 作为 原点 , 于 是 mz + rawz = 0. 因此， 


TT 


风 2 一 zl 一 xa) 一 VYz1 十 1 
m2 


LE : 
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及 牛顿 方程 为 BV lz -za 
Or? ’ 


谨 mm* = rn @ 十 | ,U(rz1) =1 v (a 十 2 ， 由 (3]) 得 到 {在 与 质心 相关 的 坐 
标 系 中 ) 


a = 1,2,3. (31) 


Eo 
mzT 一 一 


{32) 


内 此 成 立 
定理 32.2. 两 个 质点 在 质心 的 坐标 系 下 上 其 有 半 移 不 变 位 势 时 的 运动 问题 等 价 


于 一 个 具 谤 时 质量 m* = ma (1+ 型 ) 的 质点 在 具 位 势 Uw) =V(e 一 oz) 的 


场 中 的 运动 , 其 中 ra 十 ?hzwz 一 0 

因而 平稳 群 引 [周到 总 动量 的 守恒 , 并 将 两 个 质点 的 问题 化 为 单个 质点 的 问题 ， 
例 32.4. 转 而 运用 旋转 群 5O13). 

定 交 32,3， 如 果 拉 格 朗 日 遂 数 L(x, 癌 对 EE? 中 所 有 旋转 不 变 , 则 称 其 为 球面 
对 称 ， 

在 群 SO(3) 中 我 们 有 -二 个 不同 的 单 参 数 子 群 : 

1) 这 角 > 绕 z 轴 的 旋转 (5 的 ); 

2) 以 角 vy 绕 y 轴 的 旋转 (540): 

3) 以 角 y 绕 z 轴 的 旋转 【88 

它们 在 R: 中 对 应 的 问 量 场 是 在 加 4.3 中 找 出 的 线性 同 最 场 Ly, Dy, Ls : 


Lx 一 (0, 一 3 Ly 二 【2 0, 下 )， Ls 一 { 一 芭 全 人) {33) 


对 十 球面 对 称 的 扩 格 裔 日 图 数 , 根据 … 般 性 的 定理 32.1 我 们 有 下 列 量 的 年 便 
定律 
Mz = Lipa My,= Lo Po， M, = LYpe 


(这 十 绕 x,y,z 轴 旋 团 的 动量 移 角 分 量 ). 它们 的 显 式 表达 式 为 


Ni 一 yhz 一 SPy! A = 2Pr — LPr; NM; 一 Thy 一 YPr: 


(Mi) = (MN,) = (Ms) = (34) 


国 此 向 量 
M = (Ms, My, Ms) = [2,1 (35) 
守恒 , 其 中 多 = (x,g,2),p 一 (pw,py;pz). 向 量 到 ,可 称 为 动量 起. 
设 有 一 个 黄 个 质点 的 系统 , 它 对 所 有 了 欧 氏 空间 有 R* 的 运动 群 不 变 . 这 时 一 


mg? Ta 区 
2 2 


U(x zo), 其 中 Ulx! Tz) 一 Uz To 有 = Ur). 事实 上 ， 外 
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对 所 有 旋转 和 皮 称 的 不 变性 得 出 Vl 一 z2] 为 了 = |z1 一 zz| 的 函数 . 利用 平稳 群 ( 例 
32.3 的 结果 ), 转化 为 具 质 量 mm* = m 的 单个 质点 的 问题 , 此 质点 在 具 对 稳 群 50O(3) 
的 场 U(r) 中 ,这 时 我 们 便 有 了 可 量 污 34 二 [z,p] 的 守恒 定律 . 因为 六 不 焦 赖 于 时 
间 , 划 也 使 能 量 户 二 py 一 = 一 一 ++ Ur),2 二 守 守 柏 ， 

引 理 32.1. 上 述 质 点 的 运动 只 在 向 量 x 和 yp 张 成 的 半 面 上 进行 . 

证 明 因为 动量 写 空 恒 以 及 衬 = pjm, 则 向 量 zx,2] = Mjm 的 方向 不 变 . 此 方 


向 垂直 于 平面 (x,p). 证 完 . 口 
我 们 选取 z 轴 为 MM 的 方向 , 并 使 用 柱 坐 标 (zx,r, wp}. 我 们 得 到 了 
i= U(r) = -=m — Ur), 
pis 一 四 = rnr2p = ay = 常数， 必 一 5 (36) 
sr) + 
已 = Li Ualr), 37) 
42 
其 中 Ustr) = (7) + 一 7 


最 后 的 结论 是 : 质点 的 运动 化 为 (对 > 的 ) . - 维 问题 , 其 势能 为 [3(7); 其 解 的 公 
式 为 


”一 一 ( 吾 一 U3), 1 to= 
" l / yp 
a 
消去 ,可 以 得 到 轨 线 yp = efr) 或 > = r(p) 的 方程 .. 
在 两 个 重要 的 已 知情 形 7 = ayr 和 5 = ar? 中 . 闭 轨 线 完满 了 空间 (x,F) HF 
面 的 整个 区 域 : 
对 = 全 :G< 0 区域 为 盏 < 


对 [= cr? :> 0, 区域 为 整个 天 20. 
(在 对 U = ayr 的 区 域 六 < 0 是 开 曾 勒 椭圆 区 域 ) 闭 轨 要 求 满足 非 平凡 的 等 式 


一 wp0 一 {38) 


rp + 27n) = r(), [39) 


其 中 ”为 某 个 整数 ， 
对 于 另外 的 球面 对 称 的 解析 位 势 U(r) 尖 了 ar?， 等 式 (39) 不 能 在 相 宝 间 的 整 
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个 区 域 中 战 并 {参看 书 [3]). 一 般 说 来 , 闭 轩 充满 的 集合 其 测度 为 零 . 如 果 不 等 式 
E— U(r)ao 


对 有 限 线段 0s<rmin<r&rma < oo 成 立 , 并 和 且 其 中 包含 了 初始 条 件 ， 则 这 个 运动 当 
-oo <t< oo 时 发 生 在 空间 (2 如 的 有 限 区 域 中 (这 加 的 Ua =U(r) + 二 7,M? 为 
总 动量 羔 的 平方 )， 

例 32.5， 在 闵可夫 斯 基 空 间 如 4 中 给 出 了 拉 格 遍 日 函数 工 (fzyahz 一 (zp) 2 
z3), 它 在 洛 伦 兹 群 Of3,1) 下 不 灾民 ! 中 的 群 Of3, 1) 对 应 于 线性 向 量 场 , 证 此 向 量 
场 咎 单 参数 子 群 


Kix) 一 zp = gD AY {40) 
1 0 
定义 , 其 中 的 g0 一 为 网 可 夫 斯 基 度 量 ,4is 为 任意 的 党 值 反 称 
一 上 
年 阵 【 参 在 加 4). 于 是 我 们 有 守恒 定律 
证 数 ， ， (41) 


其 中 的 遍 = 5 为 4 元 动 盘 . 由 于 竺 阵 hi 的 反对 称 性 , 表达 式 (41) 可 以 重 % 为 


总 zk = 3 (Piz A= 常数. 
因为 矩阵 4 是 任意 的 , 故我 们 有 了 保持 上 面 的 晤 不 恋 的 整个 张 量 
Mig 二 Ti — wep = 常数 (42) 


称 这 个 张 最为 4 元 动量 短 张 量 . 
为 方便 起 见 , 我 们 考虑 相应 的 上 指标 张 量 (M 站 ). 它 的 空间 坐标 分 量 M43, 9 8 二 
1;,2,3 有 形式 


NM = 1° 72 和， (43) 
即 与 二 维 动量 第 向 革 的 分 量 
eM = es, pn, MB=ceM, MTocM,, MY = eM, (44) 
重合 . 分 量 M2492, M493 则 构成 了 三 维 向 最 


(MO, MO2, MO3) = tp — Ex. (45) 
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公式 (44) 和 (45) 立即 由 4 元 动量 
(全 ) = (E, cp) 


得 到 , 这 里 的 p 为 通常 的 三 维 动 其 ， 
我 们 现在 说 给 出 了 由 n 个 相对 论 的 粒子 1. ,zs 构成 的 系统 , 其 中 x; 二 
{z9 zi 029,283}. 进一步 , 没 拉 格 并 日 消 数 工 (en2 … ,bn) 在 整个 论 加 莱 群 
下 不 变 ; 我 们 知道 , 座 加 某 焙 是 囚 可 夫 斯 基 空 间 的 运动 群 。， 于 是 我 们 有 下 面 的 守恒 
定律 : 
过 BD) = 常数 (总 4 元 动 其 守恒 )， 
Y 一 1 到】 


3 MP! = 常数 (M8 为 第 i 个 质量 的 动量 算 张 基 }. 


i 二 1 


由 公式 (45) 特别 得 到 
》 cztpz 一 》 Bizi = 常数 . (46) 
内 为 总 能 基 》 EE 也 守恒 , 则 有 
六 _ 2 人 i ， 常数 


Da Fa 


从 而 点 
以 常 速 v 运动 , 其 中 
v= 2 (48) 


DB 
点 5 为 相对 论 的 类 比 质 心 ， 如 果 粒 学 的 器 度 相 比 于 c 是 小 的 , 则 可 近似 地 令 
下 人 1 从 而 公式 (4 7) 转化 为 经 典 的 公式 


》 Tes 
> Wiz 


我 们 注意 到 , 相对 论 的 质心 对 于 和 参照 系 的 选取 是 不 变 欧 ， 


还 
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8$33， 哈 密 顿 体系 


1. 勒 让 德 变换 
我 们 记得 曾经 令 pL jy 
DPT Bas 和 
从 而 引进 了 对 于 拉 格 朗 日 ( 丙 数 )(z, 当 的 能 量 和 动量 . 
定 兴 33.1， 如 果 
右 2 
et (shi) 天 0， (2) 


则 称 上 为 非 措 的 ,如 果 方程 pe = 222) 可 以 光滑 且 一 一 地 解 出 为 ie = 


vz,p) 的 形式 , 其 中 xz, 任意, 刚 称 其 为 强 非 异 的 ， 

定 久 33,2. 称 强 非 蜡 拉 格 朗 日 的 由 xz,p 表示 的 能 量 EF 为 哈密 顿 Htzx,p). 

称 其 坐标 (x,p) 的 空间 为 相 空 间 . 对 于 强 非 异 拉 格 朗 蝇 ,我们 可 以 从 坐标 {:r, 字 ) 
转移 到 坐标 (x,p). 这 是 由 Lz,v) 到 五 (x,p) 的 勒 让 德 变换 . 这 时 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方 
程 转换 成 了 哈密 顿 方程 ， 

定理 33.1. 区 工 (z, 为 强 非 异 此 格 朗 日 ,人 (rp) 为 哈密 顿 , p = LD, 一 


2fz, 1 欧 拉 - 拉 格 关口 方程 


DL a rorL, 
妈 评 人 =0 (3) 
等 价 于 下 面 的 哈密 顿 方程 , 在 其 中 z 和 p 被 假设 为 相 空间 (z,p) 的 独立 变量 : 
。 BH DH 
TT or 7 Bp | {4) 


证 明 设 工 = L(x,vw),v== 必 


HE=py-L, v=tw,p), p= ar ， 
du 二 常数 
我 们 要 证 明 下 面 的 等 式 
a 有 二 二 9 
中 Bp 常 值 
. dH oL 
b}»=C——— 二 一 ， 
Or p-- 举 值 dz .号 常 值 


其 中 二 = H(z,p), 上 = L(x,v). 
等 式 a) 的 证 明 : 办 为 p= 2 ， 故 
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908 _ 也: Dut By or Dv _ 
Bp op Pap BuvBp 


等 式 b 的 证 明 ; 


oH Du 丰 雹 BL Dy i i 
Er 


证 完 . gp 
我 们 注意 到 工 = pv 一 ,其 中 vw = EE 
5S 二 Lat 被 写 为 


或 者 = pf -五 对 Llz,), 作用 


5 = fit= fins ~ H(z, pdt. (5) 


如 果 曲 线 * 为 zf 和 pli) 二 (v6) 则 灌 此 曲线 满足 “可 积 性 条 件 * 


o0 = 号 ， 其 中 人 (0) 

我 们 考虑 在 相 空间 (zx,p) 中 拉 格 朗 日 工 = pz 一 二 (z,p), 它 在 遇 线 xz(),plt) 上 不 
满足 可 积 性 条 件 老 = 可 

引 理 33.1。 对 于 在 2 维 空间 (z,7) 中 的 泛 了 oz 一 H(z,p)lat, 其 欧 拉 - 拉 

格 朗 月 方程 与 哈密 顿 方程 相 重合 , 并 且 自 动 地 蕴涵 了 串 积 性 条 件 v = 党 一 二 

证 明 设 也 Br, 荔 一 三 一 万 (区 其 中 % 为 任 标 (可 如 ge 一 zi, 则 欧 接近 


d f or OL 
格 开 日 方程 元 63 = 5 具有 形式 


dt \ Ok Adri 
而 如 果 yr = pi, 则 
for BF .5 
dt \ Op: Bo; Bp 
引 理 得 证 . 口 
注 在 上 面 我 们 推导 出 了 对 于 在 国定 端点 的 曲线 类 中 成 为 极 值得 线 的 欧 拉 _- 拉 


格 庆 日 方程 ， 在 (z,p) 相 室 间 中 它 对 应 于 一 .种 不 同 的 曲线 类 ， 它 只 辕 定 了 端点 的 z 
坐标 (图 34). 
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2. 活动 坐标 系 

我 们 现在 考虑 的 情形 是 蛮 Rn 中 给 出 了 随时 间 流 而 变 
化 的 拉 格 关 日 5 = L(x,s, 旭 , 我 们 将 推导 出 在 变换 = = 
zw 如 ,t= 二 # 下 不 同 明之 间 的 变化 规则 . 
首先 , 按 定义 , 在 此 变换 下 5 = | Ldt 没有 变化 , 而 工 
也 没有 变化 ( 仅 葵 一 个 全 导数 ). 因此 我 们 有 


Ltd 2 Lele 和 d+ YT, 0) 
考 虐 两 种 情形 : 
1) 不 全 时 间 的 变换 :x = Pm); 
2) 含 时 间 的 变换 
在 第 一 种 情形 ， 
六 一 De 或 者 于 = Sv (8) 


结论 速度 是 个 向 最 . 
另外 ,L(x ,3 四 二 荆 (zx; 和 . 所 以 


Le, t) = Lr(z'), So ty), 


OL BL Bri Oi 
和 (9) 
就 是 说 , 动量 是 个 余 向 量 . 对 于 能 量 我 们 有 五 = mit 一 工 = pyv* -一 pr. 因此 能 最 
是 个 标量 {无 变化 }. 
更 在 转 而 考虑 含 时 间 的 变 搁 : 


zw 一 Tz t= (1 
此 时 ， ， 
人 Dr’ i Or! Fy ， 四 
-rT 人 += Br +a (z,£). {11) 


我 们 假定 , 在 给 定 的 时 刻 革 = 如, 构造 了 (不 依赖 时 间 的 ) 变换 , 使 当 z = 与 时 了 工 二 加， 
于 是 


vw 2 二 十 ai{z", t0)， 如 = 二 {12) 
称 这 样 的 坐标 系 为 退 时 的 , 因而 在 活动 坐标 系 下 我 们 得 到 | 
Lo =L, Lv,t)=1(r,v +a,t); 


pV a); 
OL 9L' 
p 一 Vp/=p, 因 为 有 BF Br 
EE=pv Lply a LL=E- pia' {r,t). 


+ 264. 第 五 章 变 分 法 原理 


因此 , 动量 没有 变化 , 而 能 旦 移动 了 一 个 明 , 它 等 于 一 pia’ = tp, 一 悄 . 因此 ， 


五 一 Hiz, p) B= H(z’,p') — pia'(z',t) 


一 一 Hx, pp, ty, (13) 
其 中 当 t 二 和 0 时 gop 二 pa- , 我们 来 解释 哈密 顿 是 如 何 变 化 的 - 
st, 
首先 我 们 有 & 二 98 ,9 -98 现在 则 有 六 二 = Pp = 5 于 (当红 二 如 时 )， 
因 次 x' 二 ,pr 二 pb, 我 们 得 到 
am OH 
Bp 且 
sr_ OH dH /00 ,ga 


内 此 , 哈密 顿 的 方程 的 变化 十 分 简单 . 我 们 已 证 明了 下 面 的 命题 . 
定理 33.2. 当 在 活动 坐标 系 时 , 瞬时 坐标 和 动 是 没有 变化 , 而 能 量 (哈密 顿 ; 改 
苇 了 量 一 名 ,om 


Dz 


HH (Ppa, a=atr',t)= 部 


t= 


考察 二 个 重要 的 例子 . 
例 33.1， 坐标 系 的 平移 运动 , 这 时 a = alt) 不 依赖 于 x, 工 一 — Ur). 
此 时 


P=my, p=p=mo=m(y +a)=m +ma, Hi=H- {pa. 
对 牛顿 方程 
nv) = f= me + me 
或 者 
Tt = 了 一 ra 一 产 . (15) 
因此 , 力 得 到 了 一 个 惯性 补充 一 raa， 
例 33.2. R3 中 坐标 系 的 旋转 , 这 里 a = [2， 1) 中 为 前 速度 { 常 向 量 ): 


H'=H-(p,0 = H- {pn,72), 


p' 一 pw 二 zw, 这 时 t= to. 
方程 便 为 
a QH!’ dH OH 


一 A / 
7 -3 Br + Gx el) = Br + Pf2), 
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如 果 控 格 朗 日 为 二 -UV(z), 则 


p= =mz= mF +R, = mi + me. 


我 们 使 有 
P= mi 十 了 [下 3 = 2 + [mg + re), 12]. 
最 后 得 到 ; 如 果 = 0{ 常 速 旋转 ), 则 
me’ 一 2mls’, 全] + f+ ml[f2, x), 12]. (16) 


了 为 原来 在 固定 坐标 下 的 力 . 最 后 的 一 项 当 1 为 小 | 不 大 时 是 一 个 小 的 力 , 称 力 
2mm[ 放 ,2| 为 科 庄 奥 利 (Coriolis) 力 .我 们 得 到 


moe’ = 2mlv, | + f+ ON?). (17) 


注 如 果 工 = a 一 U(z), 转 人 活动 坐标 系 中 则 有 


Ha Hpa, pi= my= p= mv + oi), (18) 
其 中 ， 
DP 
H = + Us), (19) 
;_ p? 人 ~ ma)? _ ma? 
于 = jr + UU) pa = Dy + Uz) 一 一 


因此 , 到 活动 坐标 系 的 转移 等 价 于 下 面 的 两 个 运算 : 
a) 动量 的 移动 p 二 pr -ma， 
b) 位 势 的 变换 5 -Us = rr - me 


例 33.3， (使 电 碰 场 ). 设 工 (fz,2) 为 拉 格 朗 日 . 我 们 来 定义 一 个 新 的 拉 格 朗 日 函 
数 为 ， 


LF=L+ Ai 
其 中 4 为 电磁 场 的 势 向 量 ,e 为 质点 的 电荷 量 , S = /Ldt, 了 = (Lads+ huda'). 在 
拉 格 朗 日 丽 数 上 加 上 一 项 .4i: 的 运算 被 称 做 “ 含 电磁 场 "， 


如 果 百 (z 阅 = 加 -了 工 和 让 六 = 名 -天 其 中 p= 迪 方 - 2 


到 一 Hv 于 是 
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让 三 久 十 世 二 4i， = 六 一 
(np) = Hn,$ 站 ， -4 


因此 , 场 的 内 含 等 价 于 动量 在 哈密 顿 中 的 位 移 , 因 阐 类 似 于 转移 到 活动 坐标 又 (无 热 
的 灾 换 ). _ 
aL OL edad, 


我 们 注意 到 , 欧 拉 - 拉 格 庆 日 方程 为 玄 = Br = B+ ji. 然而 , 作为 由 
pn Or ce or’ 


(20) 


(20) 所 得 ,有 癌 一 襄 二 <2 入 赦 而 
CDzr 


襄 一 无 = (天 电 通 场 ) 
ee p= 一 一 44. 
= ft Fy ( 含 虫 盔 场 )， ° 


这 里 的 已; = 9 人 -2 各 为 电磁 场 张 量 , 出 张 量 忆 ; 的 反 称 性 , 表达 式 ji 恒 为 
稚 , 因此 


Diz’ = pv = fivi, (21) 
其 中 了 为 无 电磁 场 时 的 力 , /= 5 
注 在 一 维 休 系 中 分 量 4o = ep 为 电 人 滋 势 能 ,(A1, 4s, 43 为 势 向 量 ， 在 这 些 记 
号 下 , 拉 格 裔 日 的 浴 加 为 ep 十 -Aai®, 其 中 #0 = ct,a = 1,2,3. 


3. 竟 佩 尔 幕 和 莫 马 原理 . 应 用 . 
我 们 现在 来 分 析 黄 佩 尔 蒂 和 费 马 的 变 分 原理 . 在 此 之 前 , 我 们 来 羡 述 在 三 维 哈密 


较 中 的 能 其 守恒 定律 : 在 2 维 相 空间 沿 运 动 的 轴线 z(t),p()( 即 滞 泛 函 5S 一 / {p ~ 


五) 此 的 极 值 线 或 哈密 天 方 程 的 解 ), 哈密 顿 五 (x(#),p(t)) 为 常 值 . 此 时 成 立 
定理 38.3.{ 莫 佩 尔 蒂 原 理 ) 如 果 哈 密 顿 吾 (z, 站 与 时 间 无 关 , 并 且 能 量 水 平 财 


定 , 则 在 具 所 给 能 量 E 的 上 述 所 有 曲线 zf 中 的 极 值 曲线 也 是 8 一 / pdz 的 
极 值 曲线 . 此 时 我 们 假定 形式 pdz 市 we, dze 表示 . 
证 明 “显然 , 在 曲面 (wz,p) = 上 上, 原来 的 泛 函 5 二 f as ~ Hat) 在 所 有 


原来 的 被 值 线 {哈密 顿 系统 的 解 ) 上 达到 了 梯 值 , 这 是 因为 我 们 是 在 较 原来 的 更 小 
的 曲线 类 上 考 虚 极 信 化 问题 : 这 些 遇 线 现 在 位 于 曲面 H(z,p) = 吾 上 ， 在 此 遇 而 


上 S = /ods - Edn = 了 (pdz -dB9) 故而 在 此 寺 面 ( 维 数 为 24 - 1) 的 坐标 
2 下 , 扩 格 期 日 pt = (2, 吉 和 (2, 一 所 (Bt) 有 同样 的 极 值 曲线 方程 


8$33， 哈 密 顿 体系 :267 ， 


此 , 存 曲面 互 = 五 上 ,新 的 { 求 平 的 90 = fts 的 极 值 线 好 是 原来 的 在 (wp) 空 
中 江 孙 的 所 有 极 值 线 . 定理 得 证 . 

现在 来 考虑 重要 例子 . ， 

例 33.4， 7 一 2 一 U(s); 了 I(w.p) = 总 + Of 沿 极 值 线 满足 方程 


Hi 


dH pp 
Dp rh 
我 们 将 水 平 作用 的 汉沽 8 = /paz 限制 在 还 要 比 曲 面 厂 = 互 上 曲线 集合 还 些小 的 
集合 上 , 即 要求 在 这 些 曲 线 上 要 满足 关系 z= p/m. 于 是 : 
a) 由 条 件 Hlr,p) = 有 p= V2m(B -Ut(zY; 
b) 由 条 件 之 = p/m 有 (Pay = paz? = |p| -|z|. 
由 此 证 明了 
定理 33.4. 对 应 二 在 周 定 能 量 & 时 的 哈密 顿 == 闻 /2m 二 Ux) = 占 的 哈密 
顿 系统 的 解 曲线 x(#) 是 条 测 地 线 , 其 对 应 的 新 度 基 为 


9 = am BP — Ur) (22) 


(这 时 的 参数 并 不 是 自然 的 ). . 
例 33.5. 设 豆 = clx) 四; 这 个 哈密 顿 描述 了 有 具 变化 光速 efz) 的 速 向 球面 上 
的 光 和 的 轨 线 . | 
考虑 在 一 个 曲线 集合 上 的 水 平 作用 sy = / pdiz, 这 个 集合 满足 
a) H(z,p) = E, 
oH 


(c(i 洗 | 二 ce{x)). 
部 = 商量 然 ,&| 一 < 人 


内 为 clx)|p| = EE, 破 |p| = EB/e(2). 因为 &= | 


定 一 


bD)] 之 = 


far 人 jaz| = /地 局 加 =- 
fya5=5] Vg tididt, 


其 中 gj = CJ 人 9 我 们 注意 , 积分 /人 等 于 光 沿 路 全 Y 的 运动 时 间 . 


(x) 
于 是 已 经 证 明了 

定理 33.5.、 ( 费 马 原理 ) 光 沿 着 任 连 接 所 给 点 P 和 名 的 所 有 光滑 曲线 中 使 
运动 时 间 达 到 极 们 的 申 线 运动 . 曲线 是 在 新 度量 


1 
gi 一 B07) 0 
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下 的 测 地 线 . 
注 测 地 线 通 常 由 拉 格 朗 日 一 guyvivi 或 哈密 顿 = 95pipi 得 到 . 如 果 取 哈密 
顿 为 F'(z,p) = VE = V93B7, 则 它 将 给 出 同样 的 运动 轴线 ; 这 是 由 于 在 常 值 水 平 


， a 加 让 蔡 : 证 de A 1 一 
能 其 巨 = 常数 上 , 相应 的 哈密 顿 如 和 v 丈 的 向 量 场 将 以 常数 因 了 2 2 


常数 成 比例 . 事实 上 ,(% 有 一 ( 和 2) = 4 加 - 吹 ) 


Bp’ Ox Bp' Br 

在 我 们 的 情形 中 FF' = clz}lp| 或 H' = yetw)jlpE. 故而 立即 可 以 指出 , 度 芋 具 
有 形式 g5 = cta)53 或 gf = 9. 

在 各 向 异性 的 介质 中 , 定义 了 速度 的 张 量 gij (或 95) 不 再 共 形 于 欧 几 里 得 形式 . 


834. 相 空 间 的 见 何 理论 


1. 梯度 系统 

设 在 任意 空间 有 &™ 中 坐标 为 (后 ,y"™), 而 “ 诬 量 "g3 可 以 定义 余 向 鞋 的 内 积 ， 
并 且 可 以 提升 指标 (参看 819). 

函数 六 加 ,2m) 的 梯度 Vf 为 


(Vf): = Ce (1) 
这 时 张 量 y3 并 没有 假定 为 对 称 的 . 对 应 于 向 量 场 Vf 方程 组 (参看 823) 为 
= (VA). (2) 


称 形 如 (2) 的 系统 为 梯度 . 有 莘 单 的 引 理 : 
引 理 34.1， 设 w(tt) 为 梯度 方程 组 (2) 的 积分 曲线 . 于 是 对 任意 函数 hly), 其 对 
t 的 导数 为 


.ad i OR OF 
hh 让 六 8) = {VvVh, VY/)=yg "Bri or (3) 
证 明 由 定义 Dr OR Dh OF 
i to i jo 
n= By ™ 5 = Bir Bo 
引 理 证 毕 . 口 
使 我 们 感 兴趣 的 是 非 异 的 反 称 " 度 其 "gi 它 由 形式 
f= Sudy: Ady’ (4) 


给 出 , 共 中 的 gsj 为 道 算 阵 :gsjg* = 下,giy = 一 9j1,det(95) = g 关 0. 请 然 , 空间 的 维 
数 是 偶数 ;i,j = 1,.…. ,2n. 
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引 理 $4.2， 有 公式 
er A Ad (5) 
因此 , v5 为 giy 的 多 项 式 ; 称 其 为 普法 夫 (多 项 式 }. 
证 明 上 只要 在 每 个 点 分 别 证 明 等 式 (5) 就 可 以 了 ,在 每 个 选取 的 点 P 上 , 张 量 
9ii 是 在 点 P 的 切 空 0 因为 与 对 称 堪 式 在 适当 基于 取 对 角形 式 一 样 , 反 
了 


称 形 式 giy{P) 也 可 化 为 oj) 其 中 Cu。 和 五 分 别 是 nxn 阶 的 零 和 矩阵 利 
单位 第 阵 . 因此 , 如 果 选 电 新 坐标 
(zz ;Pl ,Pn) 一 (21 22), (6) 


使 其 与 郑 的 俘 标 线性 相 联 系 :” = 4z 并 日 使 


pT _fo. 五 
(Giit 7")) = A (giytP)}A (2 二 : 
于 是 此 时 有 
= ,dr A dpi, QA.AD = nldzl A... A ds”. (7) 
因为 v3 = 1, 故而 在 所 给 坐标 系 中 引 理 得 证 . 由 于 形式 (5) 的 不 变性 (这 个 关系 式 
的 秀 端 在 具 正 雅 可 比 的 变 搞 下 像 张 量 一 样 地 变化 ). 引 理 使 在 任意 坐标 系 下 得 到 了 证 
明 .( 在 det A < 0 时 其 证 明 类 位 .) 口 
注 因此 , 度量 g;; 非 异 的 条 件 9 子 0 等 价 于 条 件 Pr 关上 0. 
CO 


定义 34.1. 在 具 反 称 度量 i 的 室 x 间 中 如 有 坐标 (2 p) 使 得 g;; = 三 _LD 


则 称 此 空间 为 相 空 间 . 使 度量 为 (7) 的 那个 学 标 (zx,p) 被 称 为 典 则 坐标 . 称 存 此 
度量 下 的 梯度 系统 为 哈密 括 系 统 . 
在 典 则 学 标 下 的 哈密 顿 系 统 ( 以 了 丽 数 开 (zx,p) 作为 方 的 形式 为 


=vVHY, f= 1,...,2n, 


或 者 


江 二 ~, Bi = = 1 ,Nn. (8) 


读 涤 不 难 在 这 些 方程 中 认 出 哈密 顿 方程 的 样子 . 险 密 顿 系统 的 重要 性 是 由 前 .- 节 中 
证 明了 的 年 理 染 定 了 的 , 即 关于 欧 拉 - 控 格 郎 日 方程 (对 于 强 非 异 拉 格 兽 日 } 和 相 空 
间 中 的 哈密 顿 方程 之 间 等 价 性 的 定理 . 

由 引 理 34.1 我 们 得 到 
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引 理 34.3， 件 硒 函数 f{zx,p, 衣 少 哈 密 顿 系统 (8) 的 轨 线 的 导数 为 


7 = +(vfVH. (9) 
其 中 9f BH BH OF 
yo /08 0H 
(Vf,VH) = g™ Br Ovi 2, (总 Dp: Ori 站) | ut 


z=1 
特别 , 如 果 = 吾 = H(zypyt), 由 于 (YH.VH)= 一 YH,VH)=0, 则 让 = 有 = 
aH 1 


ot 现在 考虑 与 了 显 式 相 关 的 系统 厅 = 下 (fz:p, 站 我 们 有 哈密 顿 方 穆 
aH ,OH 


水 二 Bp ?gr (11) 
以 及 它 的 排 论 万 = 和 显然 的 等 式 i 二 1. 我 们 考虑 -个 扩张 的 相 空间 , 其 坐标 为 
{x, Pp,t, EE), 其 中 2 二 一 t, Prnt1 一 上 , 让 且 上 反 称 度量 为 
0 1 () 
-1 0 
Fj = 0 1 ， (12) 
-1 0 
0 1 
(0) -1 0 
它 对 应 的 形式 为 » 
分 二 >》、 dri A dp; — dt A dE. (13) 
z= 
考虑 哈密 顿 五 {z,p,t, FE) = FH(zx,p,t) -上 和 梯度 系统 (哈密 顿 ), 它 有 形式 
8H _6H .| 8H eH ; 8 ») , oF en 14 
Tp BY -9 
由 这 些 方 程 得 出 . 


推论 在 扩张 的 相 空 间 (xz,p,t,B) 中 , 其 度量 为 全 ;( 或 者 门 , 且 险 密 顿 为 入 = 

日 (zw,p,) 一 EB: 则 二 而 折 = 0 上 的 哈密 顿 方程 与 空间 (x,p) 中 的 原来 的 哈密 顿 

方程 青 加 上 关系 式 i= 1, 户 二 相 重 合 . 

如 果 原 来 的 哈密 顿 琅 并 不 显 式 含有 时 间 4 即 2 = 0, 则 时间 + 一 z+! 为 循 
环 坐 标 (参见 331.2) , 并 且 对 应 的 动量 p41 = 五 守恒 . 


t 
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2. 泊 松 括号 
定义 34.2、 在 2n 维 相 空 间 中 的 反 称 度量 设 为 


人 Tn ; 
一 下 On : 
其 中 的 两 个 卫 数 flz,p) 和 glx,p) 的 泊 检 括号 是 指 它 们 的 梯度 的 内 积 : 


yOf Bg /df 9g Wy 2 ) 
{Ff 9} 一 ‘Vf Vo) 9 7 Doi Oyi 2 (六 Di Ors Fp: (1§) 


其 中 (六 一 的 让， 等 和 

我 人 有 下 面 的 定理 : 

定理 34.1， 汽 松 括号 有 下 记性 质 : 

1) {fg9} = —{9, 7}, {Mf + af2,g9} = MA,9} + 4p{ fz, 9}, 
其 中 Ag 为 常数 ; 


2) {Ff, {9, RY} + {Ah, {Ff, 9}} + {g, {h, fF}}=0 16) 
( 雅 可 比 等 式 ); . 
3) {fg,h} = fg9,h} + 9{f,h)}; {17) 


和 {1,0} = —[Vf, Vol, 

其 中 [,] 为 向 量 场 的 换 位 子 . 

证 本 性 质 日 和 3 是 旺 然 的 . 

考虑 映射 了 一 Y 产 由 相 空间 中 光滑 两 数 的 集合 到 向 量 场 . 其 线性 性 和 人 性质 4) 
表 朋 这 个 上 且 射 为 代数 的 同 态 , - : 边 是 以 泊 松 括号 为 运算 的 函数 的 代数 , 另 一 边 是 以 
通常 的 换 位 子 为 运算 的 向 量 场 代数 ,事实 上 , 这 是 以 相同 刁 产 为 等 价 关 系 的 冰 数 类 
的 代数 到 向 量 易 的 李 代 数 的 一 个 单 同 态 . 因为 后 面 这 个 代数 满足 雅 可 比重 等 式 , 故 
第 一 个 代数 也 满足 . 如 果 我 们 能 证 明 性 质 4, 那么 性 质 2 使 得 证 ， 

在 坐标 (x,p) 下 我 们 有 


af of) v,_ fa 9 
人 


我 们 来 计算 这 两 个 向 量 场 的 换 位 子 . 我 们 记得 在 823 中 ， 向 量 声 ? 于 和 YY 的 换 
位 子 在 坐标 yi 下 由 公式 


OX: 
! Ti . 
了 Oyi Oa 
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”运用 此 等 式 于 换 位 子 [Tf Yo] 的 第 一 个 x 坐标 , 我 们 有 
Tivo 多 如 2 】 df 0 (这 D9 站 ( 蓄 ) Dg 全 (六 ) 
时 全 Op; ri \ Opi Do7 Op; \ dp1 Opjy Gri \ pi dri dp; \ Op1 


_ 08f 9 Bg\ dg 8 ( 芒 ) of 日 (过 ) dg 必 (让 】 
pj \Ori Ov Op \ Ap; O77 Op1 \ Opy Op; Dp! \ Oxi 


他 DF Bg Of Bo 1 
Bp CA Bay 总) 一 人 Yi 
在 这 里 我 们 利用 了 等 式 
艺 { 吕 )= 艺 ( 望 】 3 ( 2) = 2 (ut) 
Or \opd Bp or)’ dr On) Br 全 
对 于 p 坐标 等 式 4) 的 证 明 是 类 似 的 . 证 完 . 让 


推论 相 空间 上 的 函数 f(x,p) 在 泊 松 括号 下 构成 了 李 代数 . 
我 们 注意 到 , 由 于 定理 34.1 的 论断 汉 , 这 个 李 代数 局 构 于 在 反 称 度量 gu 下 榜 
度 向 量 场 的 李 代 数 
现在 设 gi; 为 任意 的 反 称 ( 非 异 ) 度量 ; 2 = giydyi ^ dyi. 我 们 已 用 前 面 的 公式 
定义 过 了 泊 松 括号 {],9} : 
Br Og 


一 (出 
{ 六 时 一 Bo Bay 


旨 应 满足 什么 条 件 才能 使 光滑 函数 对 丁 换 位 子 {,} 构成 李 代数 ? 下 面 的 定理 给 出 了 
回答 ， 

定理 34.2. 光滑 函数 关于 泊 松 括号 (18) 构成 李 代 数 当 且 仅 当 形 式 8 为 闭 , 即 

df 一 

证 明 只 需要 验证 雅 可 比 恒等式 成 立 , 它 等 价 于 (参看 定理 34,1 的 证 明 ) 恒 等 
式 


(ggrs = 0}. (18) 


Vv{f,9} = —[Yf, Vo). (19) 
等 式 (19) 的 去 端的 形式 {第 下 个 坐标 ) 为 


“站 加 ora 人 (加 站 
Oy Oy' Oyi DDN Ow: Oyiowyi 


Vif, og} =o 


右 端 为 jk kl 
加 kg woo Of dg 
[Vf, Vo" =g Bi Oy! Oyi 9 Dy! Oyi Ow 
kt 09 oF _ jom df Og 
dr Dvr ”8 
使 它们 相等 , 那么 在 对 取 和 指标 缩减 和 重新 编号 之 后 我 们 得 到 :(19) 等 价 于 
("2 onog” 29” Of Og 
By 9 Dr Ov: Oi Oy 


tg 
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出 于 家; 治 的 任意 性 , 这 个 等 式 等 价 于 下 面 等 式 : 
Mg oo 用 区 -0 了 站 一 1 ,29. {20) 
9 ii ty Ovi ' Out 3 了 和 a 

对 [20) 习 以 grpgpi9ot 并 利用 关系 


9 天 ROG 
J By = 一 多 HT 


我 们 得 到 


dg Ogor Ogrp 
By 1 Bur + Bye 0 
这 就 是 8 为 闭 形 式 的 条 件 . 证 完 . 
我 们 现 大 来 解释 如 下 问题 : 在 什么 情形 下 , 一 个 2 阶 非 异 形式 f ( 即 Pr 兰 吕 ) 
可 济 径 坐标 变换 化 为 则 则 形式 (7)? 因为 这 样 的 由 则 形式 是 闭 的 , 故而 形式 中 为 闭 
的 条 件 是 有 这 种 欧 化 的 必要 条 件 . 充分 性 几 下 面 的 论断 得 出 , 但 我 们 只 加 引述 而 不 
证 明 . 
定理 34.3、《 达 布设 只 为 2 阶 微分 形式 , 且 Pr = 用 AAA 中 天 0. 如 果 形 式 
入 为 闭 , 则 存在 局 部 坐标 z1 ,rn mm ,pa， 在 此 举 标 下 妇 具有 典 则 形式 : 


一 dr A dpi. 


假设 茂 们 在 由 空 间 中 给 出 了 哈密 顿 五 的 哈密 顿 系 统 (8), 于 是 沿 此 系统 上 任意 
孙 数 了 = f(z,p) 的 导数 有 形式 


f 一 {f, HUH}. (21) 
特别 吉 一 {2 有 = 9, 记 ={pn = 一 引 


我 们 称 两 数 f(x,p) 为 哈密 顿 系统 的 积分 是 说 f 沿 哈 密 顿 系统 的 畏 线 为 常数 . 那 

么 , 由 定理 34.1 立即 得 到 
结论 ”如果 函数 f(x,p) 与 哈密 顿 扣 交换 :{f, 了 } = 0, 则 它 是 此 哈密 顿 系统 的 

积分 (运动 的 积分 }. 蛤 密 顿 系统 的 全 部 积分 函数 构成 了 李 代 数 , 而 此 代数 在 网 数 的 
乘积 下 也 是 封闭 的 . 

我 们 假定 哈 镑 顿 F(z,p) 与 叶 间 显 式 无 关 ; 3 ~ 0. 于 是 能 基 已 -五 (ep) 守恒， 
从 而 哈密 顿 五 (ep) 的 哈密 顿 系统 的 所 有 辕 线 部 位 于 水 平 曲 面 H(z,p) = 己 上 ， 设 
7 = f(x,p) 为 此 系统 的 积分 ,{f, 五 } = 0. 但 由 此 也 有 {五 ,了 } = 0, 即 五 (zx,p) 沿 哈密 
顿 系统 Vf 的 轨 线 上 上 为 常 值 . 因此 , 向 量 场 Vf 急于 水 六 曲面 F(z,p) = 吾 . 因为 切 
于 已 知 曲 面 的 向 量 场 是 全 体 向 量 场 的 李 代 数 的 子 代数 [参看 824.1), 故而 谈 及 在 所 给 
水 平 能 量 曲面 F(x,p) = 吾 上 哈密 顿 系统 的 积分 丽 数 的 李 代 数 是 有 意义 的 ， 
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例 34.1. 设 拉 格 虹 日 工 (z2: 二 ) 是 球 南 对 称 的 ， 正 如 我 们 生前 面 所 看 到 的 、 存 


SC(3) 中 的 三 个 单 人 参数 了 群 为 三 个 积分 所 对 应 ( 动 苦 矩 积分 ), 其 中 
.OL , OL 
Ms = Lr = VPs — py My — Ly gs ~ Pr ~ Ppy: 


i QL 
Ns = Ls Bait = Py Ypres 


(22) 


其 中 ,二 y, 工 , 为 对 应 的 线性 向 景 场 . 换 创 话说 , 前 数 Ms, My, Mz 为 由 工 给 出 的 输 


密 顿 系统 的 积分 { 丽 数 ) 癌 量 场 Fe Ly, 上 Ls 的 换 位 子 有 形状 


[La Ey) = Le, [by ks] = La, [Ls Fa] = Ly. 


由 定理 34.1 的 断言 由 得 出 , 动量 矩 的 泊 松 括号 由 下 面 公 式 计算 


{Mzs My} = —Me, {My NM} = — Moe, {NM,, Ms) = 一 


(23) 


(24) 


结论 在 球面 对 称 系 统 的 相 空 间 的 汕 数 M6, MM,, ad, 关于 泊 松 括号 构成 了 李 


代数 , 它 同 构 于 李 代 数 sof3)， 
例 34.2.， 在 开 普 寺 问 题 中 ,Ra 的 哈密 顿 过 [x,p) 的 形式 为 


Fe 可 = 和 所 十 疝 ， 0. 


由 于 球面 对 称 性 , 这 里 有 三 个 动量 处 的 积分 随 数 
M = (M1 M2y M3) = [wp| 二 常数 


原来 , 在 此 间 题 中 还 有 二 个 积分 
Cx 


W = (Wi Wa Wa) = [5,M|+ ja 


= 常数 


(25) 


(26) 


(27) 


( 拉 普 拉 斯 ， 龙 格 - 楞 英 向 量 ). 我 们 来 计算 泊 松 括号 M6, Wil, {Wi Wy}. 对 此 , 我 们 


要 运用 下 列 对 消 数 p;, Mi) 的 泊 松 表达 式 : 


{pai} =0, {pi M2} = pa, {pi M3} = 一 Pa， {pa2, di} = —ps, 


{p2, M3} =p1, {pa Mi} = po, {ps, M2} = —pi 


(请 验证 ).( 设 zi = ii 二 1,2,3) 我 们 有 


A = Tap 一 下 3jD2， 


1 三 入 1 人 
TH = 一 (pa 一 pa 十 二 Tm = NM pMs) + 2. 
1 元 (3 3 一 D3ad2) 十 可 2 元 (3; 1 — piMs) 四 


(28) 
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利用 定理 34.1 的 性 质 1),3) 和 公式 (24),(28), 我 们 得 到 


1 
{Mi WA} = {paMs 一 Ph + of Ms, [1] 


(ad pal Ma 上 fd Ma}pa — {Mi pa} Ma — {Mi, Ma}pa) + 


1 
mm 


1 
{Mi, zi)} 二 zf 一 


| 四 


1 
= 页 (psads Mops + psy 一 DA93) = 0, 


i . 并 
{Mi, Wa} = Mi pa Ml — pidist + a{ Mi, El} 


“1 
一 元 Upsjada — {Mi, Mas}p1) 十 {Me} 


1 ， 
= (pa + pn) + = Wy. 
nm x 


按 同 样 的 方式 计算 余下 的 括号 { MM， Wi}. 我 们 得 到 下 列 泊 栓 括 号 的 表格 : 


了 了 
Ma —W 
AT 中 


{Mi, Wi} M1 
i D 


(29) 


类 似 的 , 然而 更 加 长 的 计算 能 够 在 常 值 水 平 能 量 (x,p) = EE 的 条 件 下 求 出 形 
如 {Wi, Wy} 的 两 两 括号 . 我 们 有 


2 2 万 
{Wi Wa} = Ms, {Wa, Ws} = —- Mi, 
7 Yt 
2 
{Wa, WI} 三 -M2 {30) 


显 见 , 在 常 值 水 平 能 量 互 = 条件, 匡 数 印 :, Mj 的 李 代 数 结构 实质 上 依赖 于 这 
个 水 平 能 基 (参看 下 面 的 习题 34.3). 

3. 典 则 变换 

设 有 哈 获 以 两 数 豆 (z,p) 的 任意 哈密 顿 系 统 : 


_8H8 ,6H 
py PY gr 


Fa 


i= 二 
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,定理 34.4， 对 于 蛤 密 丙 系统 , 形式 只 = Yd A dpi 保持 不 变 , 如 对 村 任意 哈 


t=1 
密 顿 玉 == 瑟 (xz,p), 沿 向 量 场 YH 形式 8 的 李 导 数 等 于 零 


人 一 Lor 一 昌 . (31) 


证 明 为 了 计算 形式 8 没 向 量 场 VH 的 导数 ( 即 李 导数 14 = Lv 人 2), 需要 利 
用 于 面 的 事实 ( 见 823.2) 


(f= 人 + 信人 他， (32) 
; DF 2H B27 
wi —d[——|= di dps, 3: 
de) =a ( 光 ) Bor + SpOp; (33) 
. /OH RH ,PH . 
(dpi) = 一 人 ( 条】 一 一 有 Be dpi. (34) 
辟 而 
2 百 | 人 2 百 
? = 7 tT Dr 一 一 -一刀 的 ey 人 
(Ze em] {i A dp + Bp pj A dp 
a 
了 了 主 
dz Bator dT dT ^ Bg dp; \ 
一 全 ， 
这 基因 为 外 积 是 皮 称 的 , 改 有 此 结果 ，. 口 


推论 ( 刘 维 尔 ) {xz,p) 空间 中 任意 区 域 的 相 空 间 体积 对 于 哈密 顿 系统 保持 不 变 ， 

证 明 因为 由 = 0, 履 几 (32) 得 到 (2A AD =0. 根据 引 理 34.2, 在 相 空 间 
中 的 体积 元 恰好 是 形式 中 自己 的 wn 重 外 积 . 引 理 得 证 . 口 

定义 34.3， 称 相 空 间 {x,p) 到 自身 的 变换 更: 了 2r 一 有 2n 为 莫 则 变 接 是 说 , 这 

个 哈密 顿 系统 保持 空间 的 反 称 内 积 不 变 【 剧 将 1 变 到 D1. 

换 句 话说 , 典 则 变换 就 是 有 反 称 度量 下 的 运动 . 由 定理 34.4 知 , 沿 了 哈密 顿 (x,p) 
的 哈密 顿 系统 的 轨 线 的 位 移 给 出 了 典 则 变换 的 单 参数 群 . 反之 也 对 . 设 给 出 了 典 则 


变换 的 任意 局 部 单 参数 群 五 (+,p) 一 ({z 人 的 ,p(D)， 并 设 祥 二:|,_， 为 对 应 的 向 量 


at 
场 . 则 有 
定理 34,5。 存在 局 部 唯一 的 光 清 哈密 顿 函 数 五 (zx,p), 使 得 向 量 场 XK 对 于 它 是 
哈密 顿 的 , 即 有 
dn 8H 
x (学 -于 )， 


On’ Dr 
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证 阴 设 在 坐标 (x, Pp) 下 ， 场 为 大 一 (A Bi),i 一 1 1 1 考虑 时 间 位 移 At. 

我 们 有 
ga. 二 十 四 (和 本) = ri, 
全 pi = pit Bi Pp)At + OAR) — pi. 
定理 的 条 件 要 求 保 持 反 称 度量 不 变 
> Adam = > dy: A dpi. 

因 曾 由 

dr A dp = (dri t+ {dANAt A (dpi + (dBi) At) + OLA#) 


; 有 4 OA OB , 
一 ea ， 二 一 we _ 主 pi 
ao A dps it A 医 dx? Ad 十 5 ap ~ dpi 十 Bp ae A dpi + 
QB: ,i ] 2 
rd aa 十 (At ) 
得 到 
OA HA: 864i 
1) =— ap; Adp; =0R 一 一 一; 
) Fp; pi A dp; 二 0 即 Bp; By 
0B; , s 0, dB: 有 Bi 
2) Dr de Aen3 =0 即 Br Br 
OAi ，， DB; ， oA OB; 
3) —— dri dp 一 一 一 一 qi dpn: 即 -一 一 一 -一 
) Br 人 Opy ^dp; 四 dri Ap: 
,oH oH i a 、 
如 果 者 = Bp P = -Br 则 上 和 面 这 些 条 件 成 立 . 反之 , 由 这 些 条 忻 明 最 看 出 ， 
. ， ， ， 、 _ (rp) ， 
形式 4iapi - Biazt 为 全 微分 (由 格林 定理 ), 从 而 可 令 F(x,p) == / (一 Bud + 
_ ， i tus pyy 
Aidp;). 定理 得 证 . 口 


注 哈密 顿 {zx,p,t) 对 时 间 的 显 式 依赖 性 给 出 了 典 则 变换 的 单 参 数 族 8, 然而 
并 不 是 :个 群 (Bi + 天 $B: 全 ,, ). 

当 史 = 工时 ,形式 中 = 轨 A 甸 的 守恒 性 相当 于 (x,p) 平面 的 面积 的 守恒 . 因此 
此 时 典 则 变换 类 忒 为 使 而 积 不 变 的 变换 类 . 当 > 1 时 , 暴 则 变换 类 小 于 使 体积 不 
变 的 类 { 可 以 证 明 形 式 8 和.… 信 8 不 变 时 中 却 不 是 不 变 的 )， 

称 相 空 间 (z,p) 的 区 ?中 的 线性 拱 则 变换 为 辛 变 搁 ( 见 定义 14.1). 在 nn 二 1 时 
全 部 辛 变换 的 群 同 于 5L(2, 民 ). 

我 们 米 研究 辛 变换 群 的 李 代 数 . 这 个 代数 中 的 矩阵 为 到 = 全 4 人 的 | ,其中 4 

t= 人 0 


是 某 个 光滑 的 辛 变换 族 , 使 A(0) = 三。 按照 定理 34.5, 存在 哈密 顿 豆 (fz, m] 使 得 


oF dH 
KEK 一 — 、 一 一 一 一 
vy ( dp 了 Br ) 3 
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其 中 wy = (2 四. 不 需 去 复杂 便 能 知道 , 在 此 情形 下 ,五 (x:,p) 是 个 二 次 机 


H= 3 Dee + bay 十 人， (35) 
人 1f4 B 
对 应 于 这 个 二 次 型 的 对 称 和 矩阵 为 3 (z eo ] ;有 = 0),B = bi),C = (cj 其 
中 矩阵 4 和 C 为 对 称 . 因而 闻 伙 换 群 的 李 代 数 中 的 矩阵 下 的 形式 为 
< (2 2 A=AT, OOT. (36) 
_A _B 


于 足 , 辛 变换 群 的 李 代 数 疝 构 于 一 次 哈密 顿 (35) 在 泊 松 括号 下 的 李 代 数 . 简 谐 
振动 给 而 了 二 次 哈密 顿 的 简单 例子 , 其 中 的 万 = 区 十 To 为 频率 . 因此 也 称 
二 次 蛤 宅 顿 为 “广义 振子 *. 


习题 


34.1， 对 构 形 空间 (由 具 坐 标 x 的 空间 ) 的 向 量 场 忒 给予 相 空 间 中 的 函数 Lx, 
其 中 Fx = pi; 半 i, 证 明 {Fx Py} = ~Hx,y). 
34.2. 设 在 相 空间 上 的 两 数 了 = ffz) 与 动量 p 无 关 . 证 明 


{f, Fx} = Oxf. 


34.3. 证 明 在 开 兽 盘问 题 中 , 在 国定 能 辣 吾 下 的 积分 函数 Wi, 4; 的 李 代数 同 
构 于 : 

a) SE <D NN,so(d); 

b) 当 吾 = 时 ,有 3 中 运动 群 的 李 代 数 ; 

中 洒 百 >0 时 ,sofl1,3， 

34.4，、 设 及 = girdyi 和 dy* 为 辛 和 矩阵 , 评 = (X*) 为 向 量 场 , 验证 goX*qdyi 为 闭 
形式 当日 仅 当 形式 中 沿 向 量 场 X 的 李 导 数 为 零 :Lx 0 一 和. 

34.5。 设 MHz My, M: 为 在 第 2 小节 中 定义 的 动量 年 积分 ,M? = M2 M2+ M2. 


{M2, Ms} — {MS, My} = {M?, Ms} =0. 


34.6， 设 M = (0M, a2, Ma) = [z, 针 .证明 消 数 p, Mj 构成 了 在 泊 松 括号 下 的 
李 代 数 , 这 个 李 代 数 同 构 于 二 维 欧 氏 空间 运动 群 的 李 代 数 .( 参 看 习题 11.24) 

34.7， 设 (gij) = 一 (97i) 为 非 异 反 称 矩阵 , 它 给 出 了 R27 中 的 反 称 内 积 . 证 明 
了 2” 中 使 此 反 称 内 积 限制 在 其 上 为 零 的 线性 子 空间 的 维 数 不 大 于 n. 
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34.8. 设 在 具 典 则 坐标 ll, "Pp1 Dr 的 相 空 间 中 引进 了 新 玲 标 Xl,. “a 


HS(z, xT) 35) 9 
prt = Dir i=l, :而 Siw, 臣 ) 为 


展区 的 某 个 光滑 函数 ( 设 det ( 2 ) 0). 证 明 这 个 新 坐标 也 是 典 则 的 ( 称 
阅 数 Stz, 下 ) 为 上 典 则 变换 (x,p) 一 (XY, P) 的 生成 函数 . 


Xn 互 ,… , 忆 ,, 使 得 p; = 


8$35. 曲面 的 拉 格 朗 月 函数 


1. 轨 线 把 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

在 各 种 月 的 中 实质 上 村 了 解 的 不 仅 是 哈密 顿 个 草 轨 线 的 性 质 , 而 是 整个 轨 线 把 
的 性 质 , 更 准确 地 , 这 个 问题 的 提 法 是 : 考虑 上 = 0 时 在 2n 维 相 室 间 (z,p) 中 的 
维 晤 面 = 47, 其 图 像 为 


Di = fife 2 = 1 (1) 


曲面 厂 中 的 每 个 点 沿 具 哈密 顿 H(z,p,t) 的 系统 的 轴线 移 
动 ; 在 时 刻 1 > 0 得 到 了 位 移 曲 面世 , 而 To = .将 曲面 的 
集合 六 看 为 扩张 了 的 相 空 间 (x,p,t,E) 中 的 m 二 1 维 曲 面 
比较 方 使 ; 点 (人 折 ; 了 昌 , 再 (人 ,和 , 五 一 五 rz 站 给 出 了 曲面 
Pre+1 而 在 t = 0 的 截面 为 忆 并 且 它 由 从 忆 出 发 的 全 部 
轴线 构成 . 们 是 , 我 们 需要 茶 种 更 广 的 相似 空间 . 
例如 , 设 丁 = 也 为 x = zo 的 曲面 {动量 为 任意 ; 图 351; 
我 们 得 到 作为 由 所 有 z = xo 上 点 出 发 的 轴线 把 的 Fe+i, 在 
t 二 0 时 曲面 fo 不 是 作为 函数 jp = flz) 的 图 像 ,而 :> 0 图 355 
时 则 可 以 是 这 样 的 图 像 (果然 是 局 部 的 1. 
定义 35.1. 称 在 相 空间 (zx,p) 中 的 曲面 Fn” 为 拉 格 良 日 曲面 是 说 对 曲面 忆 上 
由 任意 点 @ < Fn 出 发 的 所 有 阳线 y,( 截 尾 ) 作用 3 = / pdz 是 只 依赖 于 路 径 + 
的 终点 的 局 部 单 值 函 数 ， 
定义 35.2.。 在 扩张 相 空间 中 的 曲面 P*+1 被 称 做 拉 格 明日 曲面 是 说 对 Tn+1 上 
所 有 从 点 @ 为 起 点 的 路 径 + 作用 5 = / tpdz - Bd)( 其 中 吾 为 曲面 Fr 上 
的 二 (z,p; 丫 ) 是 终点 的 局 部 单 值 商 数 ， 
引 理 35,1. 曲 户 Pa 分 别 地 ， Pr™™) 如 果 为 图 像 p; = (xz),i = 1,… ,n 的 形式 
(分 别 地 对 ?+1 为 ;== 01 ,npo = 万,20 一 妨 , 则 它 为 拉 格 度 日 4 的 当 且 仅 当 
HI{r 
3 一 


(对 1”) (2) 
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Dofz， 站 _ 


Or 


ITH _ 末 (= 3 1) (对 于 Fn+1， 


pr 和 EN Hp,t) (3) 


或 洪 


证 明 设 3 为 一 个 局 部 单 值 两 数 . 因为 按 定 义 有 5 = pdx 一 Hlw,p,t)dt, 于 是 


= 93 ER 


得 d5 = pdz -总 性 . 由 二 得 到 7 -五 = 一 3 反之 ， 如 果 2 一 页, 一 互 一 天 则 
由 格林 定理 知 59 为 局 部 单 值 十 完 。 口 
我 们 称 作用 S(e, 划 为 轨 线 把 的 作用 , 而 称 方程 
全 + 三 (一 区 可 -0 (4) 
为 哈密 报 - 雅 可 比方 程 。 ， 
如 果 已 知 两 数 3(z, 台 , 则 曲面 Tt++ 由 方程 p = 他 ,一 一 全 给 出 ,而 它 在 
的 


得 到 . 

我 们 现在 给 出 在 相 空 间 (zx,p) 中 (或 在 推广 的 相 空 间 (x,p, 5,t) 中 ) 的 拉 格 崩 日 
曲面 的 男 一 个 定义 

定义 35.3， 称 在 相 空 间 中 xn 维 昌 面 为 拉 格 朗 日 曲面 是 说 它 的 任意 切 向 量 


的 上 反 称 内 积 等 于 和 零 { 即 形 式 2 = > aa Adpi 在 荆 上 的 限制 为 霍 ), 


这 个 拉 格 朗 日 曲面 的 定义 为 几何 不 变 ， 并 且 并 不 要 求 它 由 光 渭 函数 
= Fat yzn) 表示 . 

最 简单 的 拉 格 斋 日 曲面 的 形式 为 

a) Tr, = {x = wo, 动量 为 任意 }; 

b) I = {Pp 二 po; 坐标 为 任意 二 

起 然 , 在 典 则 和 室 换 下 , 曲面 的 近 格 朗 日 仍 变 为 拉 格 妆 日 . 臂 如 变换 zx 一 p,p 一 一 x 
有 

= dr A dp; — —dpi A dr = dri A dp; = 2. 

这 时 曲面 ,和 六 ,五 换 

定理 35.1. 如 果 由 图 像 p; = 天 t) 给 出 的 曲面 在 定 六 35.3 的 意义 下 是 拉 格 朗 


日 的 , 则 存在 函数 S(z) 使 得 一 多 多 ， 反 之 亦 然 


§35. 曲面 的 拉 格 朗 巳 函数 -281 - 


证 明 如 时 曲面 忆 由 方程 p; = f(x) 给 出 , 则 形式 中 在 上 上 的 限制 为 


df: ，， 
好 | 2 {z) 一 2 Sdet, 


因此 Br - 工 (中 -中 ) dst 和 dzi. 如 果 Qlr 三 0, 则 5 = 5. 这 个 条 件 是 


使 积分 5(z) = / - 户 (z)ar 给 出 的 函数 不 依 于 路 径 的 充 要 条 件 (格林 公式 ) 从 而 得 
到 了 我 们 的 断言 D 
显然 , 对 于 扩张 的 相符 间 (z,p, 吾 二 成 立 有 类 似 的 命题 . 
设 日 (zw,p) 一 吾 不 显 式 依 赖 计 上 于 是 有 
定理 35.2. 
a) 向 量 YH = ( 守 -党 ) = 他, 本 切 于 曲面 = Eo = 常数 ; 


Op Bx 
hb) 同 同 YEH 与 所 有 切 于 水 平 能 量 豆 = Eo 的 内 积 为 零 ; 
0) 任意 位 于 水 平 能 量 (z,p) = Eo 上 的 4 维 拉 格 朗 日 曲面 在 其 自身 的 每 
点 上 向 景 VF 都 是 它 的 切 向 最 . 特别 , 当 具 哈密 顿 吾 的 哈密 顿 系统 的 罗 线 与 此 
曲面 至 少 有 -个 公共 点 时 , 这 个 曲面 就 包含 了 整个 这 条 负 线 . 
证 明 向量 《 切 于 曲面 万 = Bo 的 完 要 条 件 由 方程 一 0.4 = (zp) 给 出 


由 此 立刻 得 到 a}. 另外 


(€,VH) = tigy{(VHI) 一 上 gj9 


nOH OH 
Our 一 Oui 


于 是 论断 b) 得 证 , 我 们 来 证 明 论 断 路 设 PP 为 拉 格 朗 日 昌 面 厂 ( 维 数 为 n) 的 点 , 古 
整个 位 于 水 平 能 量 五 (z,p) = Bo 上 , 并 设 三,… ,为 曲面 了 在 点 已 的 切 空 间 的 
基 . 按照 拉 格 朗 日 的 性 质 , 我 们 有 {&;,&4) = 0. 考虑 在 点 P 的 向 量 .由 b) 得 到 


(VVH,) 二 0.4 二 1-… ,nm. 内 积 (,) 非 异 (dettgi;) 天 全 .故而 YH = > 入 &( 我 们 记 


得 , 内 积 为 零 的 线性 子 空间 的 维 数 不 大 于 n. 参看 习题 34.7). 因此 ,wH 切 于 .这 
对 曲面 的 所 有 点 都 成 立 . 所 以 在 六 的 每 个 点 上 引出 的 哈密 顿 豆 的 轨 线 都 切 于 它 
{ 愉 而 表明 位 于 其 上 ). 定理 得 证 . 口 
推论 考虑 在 水 平面 {zx,p) = Eo 上 的 任意 n 一 1 维 拉 格 朗 日 曲面 S"-1. 由 它 
下 训 芝 们 引出 在 {xz,p) 空间 中 哈密 顿 系统 的 轨 线 . 我 们 假定 这 样 得 到 的 曲面 
n 维 的 . 于 是 这 个 n 维 朋 面 I* 便 是 拉 格 朗 日 的 , 并 且 位 于 水 平 能 量 5 上 
和 {局 部 地 )】 汕 面 Pr 由 方程 


(5) 
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给 出 , 那么 函数 5(z) 满足 哈密 顿 - 雅 可 比 截 星 方程 
259 
Eno 一 殖 (« pe ) . (6) 
这 时 的 函数 Stz, 1) = / pdz 一 Hdt 有 形式 
Sr t) = — Evtt+ So(2), 四 = (z 区 . 


2， 人 必 为 动量 的 一 阶 齐 次 函数 的 哈密 顿 情形 
尘 于 动量 为 一 阶 齐 次 的 哈密 顿 函 数 H(zx,p) 


五 fr AD = AH(z,p), A>D, (7) 


我 们 应 该 单独 地 考虑 这 种 特殊 的 哈密 顿 体系 . 例如 , 对 在 各 向 同性 的 介质 中 的 光线 ， 
我 们 有 哈密 顿 (x,p) = elz)|p|. 这 样 的 哈密 力 只 在 p 关 0 有 定义 , 并 且 只 需 了 解 在 
一 个 水 平 能 量 五 = 杞 (例如 名 = 1) 时 的 雪线 就 够 了 . 其 余 的 轨 线 可 以 通过 种 似 变 
换 pp 一 Ap, 日 一 和 AH{w -zz) 得 到 . 

我 们 也 注意 到 ， 通常 由 拉 格 朗 日 £ 一 gad 得 出 在 度量 gii (x) 下 的 测 地 线 ， 而 
这 个 度量 对 应 的 哈密 顿 为 总 = 的 mapj; 但 是 它们 也 可 由 哈密 顿 H' = VEH = Vg3pipy 
得 到 (在 水 平 能 量 FH = 常数 上 , 对 应 的 哈密 顿 方程 与 原来 方程 以 常数 因子 成 比例 ). 
同时 也 有 H'{zx, Ap) = AH'(x,p),A > 0. 

定理 35.3. 如 果 (局 部 的 ) 单 参数 变换 群 5, 由 啥 密 顿 豆 (z,p] 得 到 , 而 (zx,p) 

满足 吾 (z, Ap) = A 如 (zx,p), 入 > 0, 于 是 所 有 变换 年 保持 形式 pdr = psdri 不 变 ， 


即 和 向 量 (p,0) 沿 向 量 场 工 = (有 同 二 (县 a ) 的 李 导 数 等 于 零 


dp’ Ox 
”证 阴 考虑 对 于 小 At 的 变换 B44. 我 们 有 


dH | , 98 
7 _ a a — 
De PD Ba X= 十 rt 
dri -sy dr + Atd ( 芝 ) . 
Op 


这 些 等 式 在 O{A#?) 精度 下 成 立 , 这 是 因为 {在 同样 的 精度 下 ) 
Parlpi) = pi = pi + Pidt, 


Bal ) = = rt iAt. 


对 于 形式 pdx 有 


Pdr = |[p;— At 也 dr: + Ata 37 
Bh Hp: 


; ol,, 
一 Pad + At -名 | oa( 到 + OlAL®). 
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. dH dH on . 
让 3 ,人 一 -一 = 4 -一 --… 一 一 一 一 好 ;， 1 
因为 pid ( Se ) d (n 3 ) Br a 点 而 


; ; AH 。 
pidr" = pidr’ + At -a 十 区 (x) OLAR) 


或 者 
pdr’ — par + Atdf + OAt’), 


其 中 f= po = 了 划 果 H(z,Ap) 一 (zz 则 


pt _ OH{z, ND) 


Bp 5 = H{(Y, Pp). 


因此 ,pda = pdz + OAbB); 这 表明 李 导 数 pdz) 等 十 零 , 即 形式 pdx 相对 于 时 
间 不 变 . 以 此 可 验证 并 直接 计算 余 向 量 场 了 = (三 ) = (pi… ,pns0,… ,0 沿 身 基 


了 NE Ye . 
= (于 .- 守 ) 的 李 导 数 : {L xT)s = x E+ 了 :HH 一 {: ,DD). 汉 了 二 了 
时 我 们 有 
hk OP OX! jn HH 
xT XB PB + Pr Brom 
oF 上 四 ( 2) 0 
7 
类 人 习 地 , 对 于 了 = 下 十 1 ,2 有 
OX! 各 oN OF 
Lvy1);=! 一 二 器 . 
(LxT); = pi Er (nm 2 ) ; 
定理 证 毕 . CT 
定义 35.4， 称 相 空间 中 曲面 卫 为 拉 格 朗 日 圈 锥 曲面 是 说 形式 pdxz 在 曲面 厂 
上 的 限制 恒 等 于 等 ， 
由 定理 35.3 得 到 


推论 满足 F(z, Xp) = 和 H(zx,p) 的 哈密 顿 系统 保持 拉 格 朗 日 圆锥 曲面 类 不 变 . 

曲面 总 ,fr 一 xo, 动量 为 任意 ) 是 圆锥 的 , 这 是 因为 在 其 上 pdz = 0. 另 一 方面 
Ttp 二 po 了 上 0, 举 标 六 任 意 ) 则 不 是 圆锥 的 fpaz 天 0). 

对 任意 满足 关系 (x, Xp) 一 和 H(z,p) 的 哈密 顿 , 其 曲面 ,与 从 一 个 点 出 发 的 
重要 畏 线 拒 有 关 ， 考虑 在 IT, 内 的 tn 一 1) 维 曲 面 五 = Eo; 我 们 以 52-! 表示 这 个 
n 一 1 维 的 曲面 . 考虑 所 有 起 点 只 在 S27-! 中 的 轴线 . 在 什 意 时 刻 t+ > 0 我 们 得 到 了 
曲面 S21{8). 
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定义 35.5. 称 相 空间 的 曲面 Sot) 在 x 空间 上 的 投影 为 在 时 刻 + > 0 时 对 
于 由 点 zo, 当 t 二 to 时 出 发 的 轨 线 把 的 波 前 (这 里 的 Sr 的 的 投影 是 在 x 空 
间 中 的 nn 一 1 维 则 面 , 它 依赖 于 时 间 半 . 


显然 , 在 时 刻 1 = 0 曲面 52-1(0) 在 xz 空间 的 投影 是 
-个 点 zo{ 由 定义 ). 

对 于 波 前 曲面 成 立 “ 囊 更 斯 原理 ”, 它 断 言 在 > io > 
0 时 可 以 由 在 时 刻 如 的 波 前 面 得 到 存 时 刻 大 的 波 前 而 . 壕 
来 , 为 此 需要 又 在 t+ = to 时 的 波 前 , 然后 以 它 的 所 有 的 点 
为 中 心 { 或 起 点 ) 需要 再 考虑 对 应 于 时 间 ti -to 的 波 前 
向 面 . 包括 所 有 这 些 曲 面 的 曲面 便 是 在 时 刻 ti 的 波 前 (图 
36). 


1=h 


现在 设 有 一 个 任意 的 拉 格 郎 日 圆锥 曲面 7， 即使 得 

pdz|r. 一 0 成 立 的 曲面 财 36 

引 理 35.2. 拉 格 良 日 圆锥 面 T" 在 x 空间 中 的 投影 的 维 数 <n 一. 

证 明 上 的 切 向 量 的 x 分 量 与 线性 关系 pdx = 0 相关 联 . .所 以 在 投影 上 切 空 
间 的 维 数 不 超过 ”- 1. 引 理 得 证 . 口 

因此 , 曲面 PP 其 奎 不 能 局 部 表示 为 图 像 p; -fi(z) 的 形式 ,也 不 与 贾 数 3(z) 
有 所 关联 . 故而 我 们 像 对 所 分 析 的 曲面 I, 的 例子 那样 , 在 Fn 中 挑 出 H(zx,p} = 
的 那 … 部 分 , 记 之 为 S"-1, 根据 引 理 35.2, 我 们 从 5*-! 引出 轨 线 把 , 并 得 到 拉 格 妆 
日 曲面 =- _U__ Si 它 位 于 水 平 曲 面 吾 fz, 站 = 本 中 , 整体 由 轴线 组 成 . 


曲面 Fo 已 局 部 地 有 形状 = ou . 对 于 狙 数 So(z) 我 们 则 有 哈 窗 顿 - 雅 可 比 截 
尾 方程 
Ey 二 H (= 3 ) 四 (8) 


如 果 哈 密 顿 不 显 式 依 癌 于 时 间 , 则 可 以 做 成 这 个 运算 . 

因为 曲面 I" 是 拉 格 朗 日 图 锥 的 , 故 形式 pdx 在 Sn"-1 等于零、 因此 这 个 形式 

也 在 每 个 曲面 5*1() 上 等 于 零 ( 由 定理 35.3)、 故 给 出 拉 格 庆 日 南面 Fw 的 两 数 

So(P) = 上 pdz 在 曲面 Sn-~: 伯 上 为 常数 , 其 中 t 为 任意 .另外 ,Fn 位 于 水 平 能 量 
如 50 


” Or 


这 样 , 水 于 曲面 So(z)= 常数 恰好 与 曲面 9"-1(t) 在 x 空间 的 投影 重合 . 于 是 我 
们 已 经 证 明了 

定理 35.4， 水 平西 面 So(x) = 常数 同 于 波 前 出面 ( 即 同 于 5S"-1(#) 在 x 空间 

中 的 投影 ), 其 中 so 为 上 面 所 定义 的 截 尾 作用 羡 数 Su. 


836. 测 地 方程 的 二 阶 变 分 + 285 + 


习题 


35.1.。 谋 在 相 空 间 RR2* 中 给 出 了 nn 个 独立 的 汕 数 及 (x, 六, ,所 {2;p), 它们 黄 
两 交换 :{ 声 ,万 } = 0. 证 明 在 及 2 中 由 方程 组 六 = 0,… ,fr = 0 所 给 出 的 幅面 是 控 
格 轩 口 的 . 


836. 测 地 方程 的 二 阶 变 分 


1. 二 阶 变 分 公式 
我 们 在 831 中 曾 导 出 了 欣 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


59 BL 4d/ 2 
站 = 路- 号 ( 路 )=0 和 二 1 (1) 
这 是 从 泛 函 
Ss] = / L(x, jb)dt (2) 
了 


的 极 入 问题 得 到 的 ; 在 起 点 为 终点 为 @ 的 所 有 曲线 中 泛 丽 SIy] 在 某 条 曲线 具 
有 极 小 值 的 必要 条 件 是 y 满足 这 个 方程 . 如 果 曲 线 y : {x = zi()} 满足 网 皖 - 拉 格 
朗 日 方程, 那么 如 何 求 出 使 此 曲线 让 SD] 能 真正 取得 极 小 的 条 件 ? 

像 我 们 所 知道 的 , 多 元 函数 f(z1,.… ,zN) 使 得 点 P 为 极 小 值 点 的 必要 条 件 是 


of| 
Bri|, 0, 一 ]， “ 1 NN， 
而 在 满足 上 述 条 和 件 下 的 充分 条 件 是 一 次 型 3 idwi 在 点 已 为 正定 . 因此 为 了 


过 5 
求 出 Sly] 的 极 小 值 , 其 中 满足 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 , 必须 计算 类 做 的 双 线 性 形式 
的 二 阶 微分 (二 阶 变 分 ) 


Bgzsh 十 个 十 wl ,0 = GE DN) = Gy 6), {3) 
其 中 5,é 为 向 量 场 , 它 在 遇 线 x(t) 上 给 出 , 并 在 点 y(a) = 卫 和 xY(b) = Q 为 零 
引 理 36.1。 如 果 ? ;和 wi} 满足 欧 拉 - 拉 格 衣 日 方程 , 则 有 公式 


82Sy 十 驮 十 
GG) = 


= /Witt 四 


有 4 一 


其 中 


Joe = ( OL :2L 6 BL :EL 


9 
BeBe 1 Bor rid Brae (5) 


. 286 . 第 五 章 变 分 法 原理 


证 明 利用 --…- 阶 普 分 公式 { 贿 看 罗 1) 我 们 有 
= B ( 2 Siy+ i ) 


Sty + +A 
Br 


1 和 一 器 


OM Ar 加 
b : 了 . 
_ ( 革 d gr) idt 


A 
i 二 


三 


BA dy doy 
其 中 yy = zf 咎 二 和 (的 ,上 = 上 (9, 雁 . 像 在 定理 31.1 的 证 明 辣 样 的 处理 我 们 得 到 


b 让 i 
d /8L dOL Di OM OM, 2) ， 
- T 1 “dt 一 十 - | pr aut, 
EAC 中) 人 7 


其 中 


上 = 人 


db da BL HL tr ,; 
Br Mor Or oy Briovy 


b 2 于 
OL OL 
一 本 
/ (git 1 5 


art (Bias ' Brine mt. 


Mi = Mi{y, td = 
显 式 的 计算 导出 让 面 的 结果 


25 + E+ 
HAO 


引 理 得 证 . . 
定义 36.1， 引 理 中 作用 于 浩 曲线 ? 的 向 量 场 5(#) 的 线性 算 子 J = (J4y) 被 称 
为 雅 可 比 算 子 . 

我 们 只 给 出 欧 接 ” 拉 格 朗 日 方程 为 测 了 地 方程 时 的 例子 . 由 时 适当 选取 的 作用 为 


b 1 ，, 


(并 不 是 长 度 1 = / /而 天 而 尼 尽管 它们 有 桩 同 的 极 值 线 ) 有 下 面 定理 . 
再 
定理 36,1. 对 中 = / 59ue edt 及 任意 测 地 线 :x 二 x1( 拉 ， 双 线 性 形式 


G8) = D+ 类 十 pl 的 形状 为 


BOn 
b Pe ， . 
GE = — (Vs + Ha ay" gemdt (7 
或 者 
b 
Gy 作用 二 一 / (Jé, Dt (8) 
其 中 
(JE = VIE’ + IREL RS, (9) 


Riiz 为 曲率 张 量 ,t 为 沿 测 地 线 %Y 的 自然 参数 . 
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证 明 对 丁 拉 格 电 日 工 = 3 和 人 的 “ 阶 变 分 为 (参见 831) 
加 oh Rd 1 
Sy+X)l =- / (E+ hiii gut dt 
BX , 


5 
一 / (Vit, Eat. 
内 此 ， 


Sy 十 和 十 


a = -去 三 (Vyy, wa 、， 
-三 {{VeVat, mat t+ (Vat, Yen }at 
(这 里 的 y= x( 引 十 疾 ( 旭 ). 由 于 测 地 线 方 程 尖 Yiz = 0, 故 积 分 导 内 的 第 二 项 在 曲 
线 为 零 . 实 换 第 一 项 . 我 们 有 
VeWVs 一 VaVe 一 Rj, &), Wet 一 Vit 
{因为 联络 的 对 称 性 ). 最 后 得 出 
VeViat = V2é + RL, €)z, 
从 而 给 出 了 定理 . 口 
例 36.1. 考虑 一 维 情形 ， 在 测 地 线 y(t) 附近 引进 特别 的 坐标 系 (x,w),x = 
zx!,y 二 2, 使 得 
a) 胆 线 {x,0) 自身 即 测 地 线 ,x 为 自然 参数 ; 
b) 坐标 vy 与 测 地 线 正 交 ， 这 时 SO 一 1- 
这 时 对 于 5 的 疯 线 性 形式 G,{#,) 有 形式 


02 
BM 


ph 2 ， . 
CS 一 一 (fe 十 ge ) mt, (10) 


其 中 《的 :3 的 正 交 于 7 的 ,天 为 高 斯 曲率 .( 为 确信 于 此 ,必须 在 G(&,n) 的 一 般 公 
式 中 代 人 关系 式 VS) = & 其 正确 性 可 由 [4 = 了 8 在 7 上 成 立 得 到 ) 并 考虑 到 
i212 一 以 (参看 831.3).) 我 们 注意 到 , 如 果 向 量 场 中 萤 少 有 --… 个 与 切 向 量 吕 ( 有 站 以 党 
数 因子 成 比例 , 则 会 有 G- 人 ,四 三 0， 

注 三 阶 变 分 公式 可 以 被 推广 到 “间断 向 量 场 ”, 这 时 导数 vae 可 以 有 间断 点 . 
习题 36.1， 证 明 在 间断 向 其 场 的 情形 下 , 双 线 性 形式 G,(E,n) 具 形式 


下 
CED = -YAntvae) — / (Jé, at, (1) 
IT a 
其 中 ApfVs6) 为 在 点 PP 这 个 协 变 早 数 的 荆 空 , 而 肥 和 足 对 wse 的 所 有 间断 点 进行 
的 
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2， 共 斩 点 和 极 小 性 条 件 

我 们 假定 度量 9 是 歼 曼 的 . 测 地 线 的 极 小 性 条 件 由 二 次 弄 Ga 人 和 首 向 量 场 
上 的 下 定性, 以 及 这 些 向 量 增 在 测 地 线 ~ 的 终点 为 零 构 成 ， 我们 首先 来 解释 何 时 双 
线性 撒 式 G. 公 :由 非 异 . 

定义 36,2， 称 沿 从 P 到 @ 的 极 值 曲线 ? 的 向 量 场 & 是 雅 可 比 向 量 场 是 说 , 它 
是 区 可 比方 程 的 逢 5 = 0, 有 在 端点 请 和 为 零 ， 特别 , 对 于 所 研究 的 情形 
5=5 / (2, 4)dt, 我 们 有 


TE= (VI tT oI RD) = 0 i=1, .mn. (12) 


定 藉 36.3. 称 点 了 和 @ 为 沿 从 了 到 8 的 测 地 线 + 共 示 的 是 说 , 存在 非 零 的 

沿 曲 线 ?7 的 雅 可 比 向 其 场 &. 

引 理 36.2. 双 线 性 形式 Gy(#,n) 为 非 异 当量 仪 当 测 地 线 + 的 端点 五 和 忌 不 

是 汽 * 共 印 的 . 

证 明 我 们 记得 , 称 双 线性 形式 Gsy{é,n) 为 非 异 是 说 ， 如 果 不 存 在 那样 的 向 量 
场 , 使 得 对 任意 的 7 在 Got =0 (这 里 的 向 量 场 总 7 在 端点 P 和 化 为 零 ) 如 
果 向 量 场 ¢ 是 雅 可 比 的 , 则 按照 定 理 36.1, 对 任意 ?了 均 有 Ge = 0. 反之 , 设 形式 
Qj 在 向 电场 5 退化, 即 Gy(&,) 对 任意 为 零 . 考虑 7? = aa 的 天 其 中 的 五 数 alt) 
非 负 并 且 在 端点 ( 即 当 t=& 和 上 一 电 为 索 . 于 是 由 二 阶 变 分 公式 得 到 


b 
人 3 人 = -/ a(t TIE, Tedt = 0. 


由 此 得 到 ,Je = 0( 这 是 因为 all) 是 任意 的 , 而 度量 是 黎 曙 的) 因此 端点 为 共 辐 . 引 
理 得 证 . 


我 们 现存 证 明 棍 小 性 的 一 个 重要 的 必要 条 件 . 

定理 36.2， 如 果 从 点 PP 到 点 @ 的 测 地 线 y 包含 7 其 上 的 一 对 上 共 固 点 P', 1 

则 此 测 地 线 + 不 是 极 小 . 

证 明 (P,@ 洁 不 革 斩 的 情形 ). 这 时 双 线 性 形式 G,(&,1) 
非 怪 . 玻 而 对 于 极 小 测 地 线 二 次 型 如 从, 后 应 该 为 正定 :如 果 & 
不 恒 为 零 , 网 G,(E,) > 0， 我 们 米 证 明 , 当 存 在 将 弧 点 时 这 个 
要 求 不 满足 . 温 为 对 应 于 点 P,Q' 的 雅 可 比 场 .我 们 来 构造 成 
和 昌之 闻 的 “间断 场 ”t: 在 Pr 和 Q' 之 间 等 于 2, 而 在 曲线 段 
P'Q' 外 为 零 (图 37). 于 昆 由 公式 (11) 


Gt) = 0. | 村 37 


这 与 形式 G 的 正定 性 矛盾 . 定理 得 证 . : 口 


8$36， 测 地 方程 的 二 阶 变 分 本 Ws 


定理 36.3。 在 充 分 小 的 测 地 线 的 长 度 范围 内 , 在 所 有 连接 相同 两 点 的 光滑 曲 
线 中 , 作用 泛 函 S[y] 给 出 了 极 小 . 因此 每 条 充分 短 的 测 地 线 局 部 地 实现 了 两 点 
之 闻 的 距离 . 
证 明 测 地 线 7(#) 的 极 小 性 条 件 为 二 次 型 G,(,&) 在 端点 为 0 的 所 有 向 量 场 
上 为 正定 . 由 公式 (8) 
[so] 
GE = / (V2,€) + (RO 2 at 
站 6 
- / Va(Vit, tdt + (Vaé, Vat) ~ (R(E, €)2,é)]dt 
=/ Vaé, v3) — (R26)¢, a 


{分 部 积分 , 并 考虑 等 式 kfa] = E04) = 0). 对 于 充分 小 的 长 度 区 间 AL 成 立 估 值 


让 Bb 
| / (Reed < cfan 了 (Vaé, Vaé)dt, (13) 


其 中 c(Al) 为 某 个 以 度量 g;; 和 长 度 Ai 表示 的 常数 , 同时 clAN} 当 Al -0 时 趋向 
于 霍 . 因为 - 


f (Vet, Vetyadt > 0, 


由 此 得 到 了 我 们 的 论断 . 


习题 
36.2， 证 明 不 等 式 {13}. 
(提示 ; 如 果 (a) = 《6) = 0, 则 |&| < 常数 .wnax|Vak|A6 其 中 Ai 一 也 一 oj 
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§37， 最 简单 的 高 维 变 分 问题 


1. 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， . 

考虑 在 欧 氏 空间 及 " 中 的 区 域 D, 其 中 到" 县 有 了 欧 氏 坐标 x1,.…. ,z", 而 区 域 PD 
具有 光滑 (或 逐 段 江 清 ) 的 边界 9D, 又 考虑 在 DD 上 的 光 请 向 量 值 函 数 的 线性 空间 
:和 区 域 DD 为 变量 21,…. ,zr 的 定义 域 , 设 
Llwi, pi; qf?) 为 王 组 变量 的 光 清 隔 数 :x, 1<&i<n; pi 1<8&k; 和 Sack; 1&jEn. 称 豆 
数 工 为 摘 格 朗 日 , 并 构造 定义 在 上 的 汉 卫 TI 有 


A = /realeD2e0)de AAAaan 


其 中 有 表示 在 维 区 域 口上 的 重 积分 大 ( 罗 简单 起 外, 我 们 假定 区 域 D 在 
Rn 中 有 办 ) ,dwt 和 人 dz" = dnw 为 中 的 见 维 体积 形式 ; ja = 名 (eC) 
简短 地 我 们 沁 1 有 一 / (ai ai fa jdna， 

最 简单 的 情形 :mn = 1 ( 一 维 变 分 问题 ) 已 在 前 面 考 虑 过 了 : 例如 弧 长 函数 1(y) = 
f 路 株 y(t) 上 的 作用 泛 汕 $07) 一 / gua(y)5r59di, 它 定义 在 黎 曙 


空间 中 的 分 段 光 滑 曲 线 7 的 = (的 ,… ,入 (DD)) 上 . 
在 这 -- 章 里 我 们 的 兴趣 在 高 维 的 泛 了 :n > I. 最 简单 的 例 了 是 在 二 维 曲 面 上 的 


§37， 最 简单 的 高 维 变 分 问题 . 29] : 


面积 兴 明 1[7] = ff vae- F2dzdy, 其 中 DD Cc RR?2(z,y) 为 参数 zy 弯 动 的 区 域 ; 


je = w(t,)) 为 在 本 (esiaa 中 的 曲面 ,其 诱导 度量 为 
dl = Edr? + 2Fdzrdy + Gdy*( 倒 看 37.3). 


L(xr, yi fz Ny) = Lr jy) = Vv EG— FF?= (fs, fe} fy, fy} 一 fr, fo} 


我 们 转向 考虑 一 般 形 式 的 泛 遂 . 

考虑 “点 "fc FF (F 为 泛 函 了 的 定义 域 ). 设 7 为 在 区 域 0 上 的 光滑 和 朋 限 函数 ， 
即 在 DD 中 的 开 集 (其 闭 包 在 DD 中 ) 的 外 部 为 零 的 鸭 数 , 特别 地 , 可 假定 在 区 域 DD 的 
边界 3P 上 必 = 人 0 一般 地 就 我 们 的 日 的 而 言 , 只 要 考 韦 具 充 分 小 支 集 的 两 数 就 够 了 . 
如 果 对 函数 f, 有 了 + an € 五 我们 则 称 这 个 责 数 7 为 国 数 了 的 扰动 . 这 里 的 为 小 


参数 . 现在 构造 表达 式 2ul 了 十 E11 一 了 [用 ) 并 取 极限 ( 按 a), 便 得 到 函数 


dflf + ee 
de 


dT 加 
-55 x, df =n, {1} 


自然 地 会 把 它 叫 做“ 泛 函 了 在 点 了 按 方 向 9 的 导数 ".(1) 中 定义 的 疝 量 妇 = ( 功 ) 


5 一人 575 
被 称 做 泛 冰 如 六 的 变 分 导数 . 
定义 37.1， 称 函 数 fe 上 是 对 证 两 了 的 定常 (或 者 极 值 , 或 考 判别 ) 函数 是 说 


有 a 三 0, 即 对 任意 w= 67 使 f+ene 下 的 丰 限 扰动 表达 式 (1) 为 0. 
我 们 对 导数 J 9 进行 分 析 和 研究 . 


= /Er Te 有 te -Le fd 
Dn 


展开 被 积 表达 式 为 泰勒 级 数 , 我 们 得 到 


他 一 1 j= 


==/ 也 床 r 访 加 dz + f oyars. 
号 


D 


和 了 -/ ba BBE 十 人 3 7 Ey Ea] dr 
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进行 分 部 积分 . 我 们 得 到 
人 AA] -六 Br (说 ， “jwz+s 


/ ofe)d™r, 


在 第 “个 积分 中 , 对 变量 zi 的 积分 可 以 从 对 其 余 变量 zx),…. ,如 ,… ,x” 的 积 
分 中 分 离 出 来 . 我 们 有 


入 4 0 oL 全 了 全 一 工 
D7 7 (Be “) ee / / se 


(P ma 依赖 于 dA dr" 在 内 层 的 积 
分 上 人 对 变量 w1，…… ,2,…. ,zn 可 以 看 作 是 对 参数 的 积分 . 故 有 


8 foL wm aL 
/ 吉 ( 蒋 )a TT / a 
nD 下 


1 Tm 


这 是 因 met@) = n*(P) = 0 (参看 前 面 }. 因此 


AAT[f] -= /2 北 - 2 区 (六 ) Weet f ore 


因此 , 因为 lim fe jdrz 二 0, 便 有 


I, 
N= 


HL 这 、 日 ( HL ) me 
Par+ 
a=] (六 ij=] Oz Of 


BF 。 
~ 
a Br%" |， 


d* -ly 二 0, 


df BL v0 /aL 
fa 日 fr 2w( 殉 ) 2 


如 果 所 EF 为 对 [月 的 定常 ( 槛 值 ) 两 数 , 则 对 任意 有 限 扰 动 7 满足 恒等式 


9 5( | 
De ax% = 0, 


并 


他 下 Bi ?9 
地 = Bf8 Dm = 0 (sosn). 全 
称 微分 方程 组 (3) 为 对 泛 冰 了 的 欧 拉 - 拉 格 裔 日 方程 组 . 
把 前 面 的 结果 写成 定理 的 形式 . 
定理 37.1， 两 数 0 < 严 对 泛 丙 1[f] 为 定常 的 充 要 条 件 是 它 满足 欧 拉 。 拉 格 
彰 日 方程 组 (3). 


637。 最 简单 的 高 维 变 分 问题 .2903 ， 


2. 能 量 - 动量 张 量 
我 们 考虑 形 如 I[f] = L(F3, 了 Sqrz 的 泛 畏 , 其 中 的 拉 格 朗 日 函数 工 不 旺 式 
地 含有 变量 x',1<ign. 极 值 函数 / (被 说 成 是 该 “系统 的 运动 ") 为 欧 拉 - 控 格 朗 日 
方程 组 的 解 , 此 方程 组 为 ; ,/ 
- 已 无 
法 -三 (ai 
像 在 力学 中 按照 能 量 守 恒定 律 处 理 问题 那样 我 们 来 进行 类 估 的 处 理 , 我 们 来 处 
理 下 面 的 变换 : 


Bl, BOLO OL Ba) 


Gri Of® Oz | BJS dr 


在 这 里 代入 (4) 得 到 


BF 9 ( 基 ) 千 OL (fi.) 
(6 


Bert Ori fs br5 
f° 0 pa 
因为 jm 本 Oridri Bri (fa:), 则 
dL 8 /OLN\or 2 OL 
Or: Box (入 下 (3) 
一 15 
后 明太 因此 
or 7 2 aL /5 
Oxi? Ori NB 
即 
他 了 wm OL . 
5 (sz fe ) 一 省 (5) 
引入 记号 gL 
Ty 一 fr Bp eo SL (6) 
于 是 关系 (5) 有 形式 
By 
页 7 一 (7) 


这 个 方程 意 昧 着 在 整个 区 域 DP 上 , 张 量 (7T3) 的 发 藤 量 等 于 零 ， 
注 在 欧 氏 坐标 下 张 量 的 上 与 F 指 标 没 有 区 别 . 而 在 伪 欧 氏 空 间 中 , 如 其 度量 为 
ij 则 可 以 定义 张 朋 Tay 为 


Tiy = gfe giib = guTd. (8) 


3 
定义 37.2， 称 张 量 TY 为 所 给 系统 的 能 量 - 动量 张 量 ( 具 拉 格 朗 日 艺 ( 六 六) 小 
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方程 2 =0 并 不 唯一 确定 能 量 - 动量 张 量 . 事实 上 , 由 公式 (6) 或 (8) 定义 


的 张 星 Ti 可 以 附 如 上 形 如 i 的 张 量 和 , 其 中 wt 为 任意 对 指标 j! 为 反 称 的 


四 . nt 网 2 jt 
张 量 , 于 是 显然 地 ,新 张 量 守 = 73 + 人 SO- 也 满足 关系 式 (7), 其 原因 是 之 光一 0 


一 般 说 来 , 上 面 所 定义 的 张 量 全 不 是 对 称 的 , 但 是 如 举 以 方程 (7) 的 观点 考虑 
它 , 则 可 以 借助 于 加 上 相应 反 称 (对 办 的 形 如 > :2 (的 ) 张 量 可 以 把 它 做 成 为 


对 称 的 (并 保持 (7) 不 变 ). (只 需要 求 使 张 基 好 对 7 为 反 称 就 可 以 了 , 即 要 使 张 
量 bix 对 所 有 指标 为 反 称 .) 作为 对 称 张 量 的 能 量 - 动量 张 量 , 其 唯一 性 的 定义 在 某 


住 乒 面 的 能 量 - 动量 张 量 概念 的 基本 应 用 集中 在 四 维 伪 欧 氏 空 间 中 前 变 分 问 
题 , 特别 是 闵可夫 斯 基 容 间 R4, 其 坐标 闵 x0, x1, zx2, 灌 , 而 za 与 + (上 时间} 成 比例 , 而 
V1 ,82,3 为 空间 的 谷 标 ， 

引进 上 拉 格 朗 日 了 工 的 动量 系统 的 4 维 币 基 . 为 此 我 们 要 用 到 能 量 - 动量 张 量 
Tj 

设 d5 ~ Bemk dn 人 dri 人 dzm 是 在 3 维 超 平面 坐标 下 的 标准 形式 (参看 习题 
26.2), 

定义 37.3.。 称 向 其 已 = (B, 访 , 己 , 忆 ) 为 其 拉 格 朗 日 工 的 动量 4 元 向 量 ( 具 

下 指标 ) 是 说 其 中 

已 一 A 1 TEAS = A 1/ TDqso， i 二 0,1,2,3, 和 A 为 常数 . 


下 二 常数 x9 二 常数 
(在 这 里 我 们 用 到 了 : 如 关 0, 则 形式 dsx 在 超 平面 xo = 常 值 的 限制 等 于 零 .) 
注 按照 类 似 于 (31.7) 的 能 量 公式 ,分册 20 二 疡 3 一 工 应 被 看 成 是 能 量 


密度 (这 里 的 “” 表 孙 对 za 二 地 的 导数 )， 内 此 / Tgdsz (daz — dx! A dz? A ds?) 
为 系统 的 总 能 最 ， 然 而 我 们 由 定义 37.3, 对 于 时 间 分 量 PP 有 下 面 的 表达 式 : 局 = 
》 /Te 通常 令 A-- 上, 于 是 分 量 丁 与 系统 的 总 能 量 相 问 , 欠 差 个 因子 1/e 
xo 一 常数 


(如 同 相 对 论 的 质点 的 动量 4 元 向 量 - 一 见 $32). 
命题 37.1， 条 件 = 0 等 价 于 动量 向 量 P 的 守恒 条 件 . 
证 明 ”我 们 将 个 定 , 所 考虑 的 欧 拉 ” 拉 格 朗 日 方程 的 解 , 即 向 最 场 在 一 个 足 


够 大 的 三 维 空 间 (zl,z?,z3) 中 的 球 外 为 零 (或 者 比 1/r2 还 要 快 地 趋向 于 0, 其 中 
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了 2 一 (十 (2 和 二 (23 我们 考虑 在 内 可 夫 斯 基 空 间 中 的 柱 面 0, 其 底面 为 Di 
和 Ds， pe 到 三 如 和 妈 = 丽 给 出 ,而 半径 只 足 驶 大 .设立 为 柱 的 侧 曲面 . 


= 0 和 斯 托 克 斯 公式 得 到 对 每 个 i 者 有 / ThdS = 0 (参看 习题 26.2). 


村 


[sa| 


改 而 


(| — | + | Tds =0. 
1 
在 侧 及 面 上 的 积分 可 以 不 予 考 虑 ( 当 柱 的 半径 刀 趋 向 无 穷 大 时 它 趋向 零 ) 当 RR 一 oo 
我 们 得 到 
Ps1) = / TF dS = / TF qdS: = Pi(29), 
命题 得 证 . 口 
引 理 37.1， 系统 的 动量 向 量 在 T+ 到头 = 全 + 的 变换 下 不 变 , 其 中 


的 为 对 ,i 反 称 的 向 量 . 


证 明 分 量 PR 有 形式 X / TkdSk, 因此 ， 需要 证 明 让 gs = 0 由 于 以 
zo 常数 


对 于 有 的 反对 称 性 , 我 们 有 
Dw ,1 Okt Oe 
De dss = / (as -5 ). 
3 . Ee 


石 端的 积分 形状 是 / du 所 ,其 中 wt 为 在 三 维 曲 面 5 ; x0 = 常数 上 的 一 个 二 次 形 
司 


式 . 由 斯 托 克 斯 公式 / di / w9, 其 中 55 为 在 5 中 的 二 维 闭 曲面 {* 离 开 无 穷 
号 癌 喇 


远 处 ”的 边 鼻 ), 然后 , 假定 分 量 Wh! 以 充分 快 的 速度 “在 无 穷 远 处 ”趋向 于 零 ,那么 
我 们 便 得 到 / ww = 0. 引 理 得 证 . 


如 果 我 们 有 一 个 系统 , 其 拉 格 明日 为 工 , 那么 它 的 能 量 - 动量 张 且 Tik 一 gu TF 
在 所 感 兴趣 的 物 埋 例 子 中 ， 本 以 被 做 成 对 称 的 张 量 而 不 改变 动量 ， 现 在 设 张 量 了 入 
为 对 称 . 
由 张 其 Te 的 对 称 必 , 我 们 推导 出 被 称 做 的 “动量 矩 字 恒 定律 "， 
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定义 37.4， 称 张 量 


MR / (zidPr 一 rraPi) = - / (TT TS 
7z9 二 常数 
为 动量 算 . 
这 个 积分 是 在 三 维 区 域 5 上 进行 的 . 这 个 公式 是 对 832 中 质点 组 所 计算 的 经 典 
动量 短 公 式 
了 号 一 (PP Pei 
的 自然 推广 , 其 中 取 和 是 对 系统 中 的 所 有 质点 的 . 
引 理 37.2. 如 果 能 量 - 动量 张 量 Ts# 为 对 称 , 则 动量 矩 的 张 乔 MM 守恒 包 . 
证 明 像 上 面 那样 , 我 们 应 该 证 明 


ar) -of® TR x Tas, 


. 1 , , 
MY (3) = | wT pT) dS 
4 
相等 , 其 中 D1 和 Ds 例如 由 方程 如 = #9,z? = x9 给 出 . 由 于 前 面 所 做 的 注解 及 斯 
托 克 斯 公式 就 足以 让 我 们 相信 , 在 M* 中 被 积 表达 式 的 发 散 量 应 该 等 于 零 


. CT 2 了 一 0， 


计算 此 导数 , 因为 张 量 7T 丰 的 对 称 性 和 方程 = 0, 我 们 有 


(eT - reTi) 一 太古 人 二 站 
引 理 得 证 . 口 
转向 高 维 变 分 问题 的 具体 例子 . 
3， 电磁 场 方程 
电磁 场 方程 (去 克 斯 书 方 程 ) 就 是 对 于 泛 函 作用 8 = Sy + Sm 十 Sn OL - 
拉 格 半日 方程 , 我 们 现在 把 它们 描述 出 米 . 5 这 一 项 是 那样 的 部 分 作用 , 它 只 由 那 
些 在 电磁 上 场 中 到 动 的 质点 (电荷 } 所 决定 ( 即 Sm 是 在 没有 声 的 情形 下 质 宙 的 作用 ) 


b 
通常 这 个 作用 是 这 样 确定 的 : 8,, = -y me / dl 其 中 的 和 取 遍 所 有 在 场 中 运动 的 


包 更 准确 地 说 . 如 时 能 量 - 动 其 张 基 对 称 , 则 普通 物理 学 定义 的 动量 奸 守 己 可 化 为 上 面 提 及 的 
直观 公式 . 
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p 

质点 im 为 质点 的 质量 ,c 为 光速 , 积分 / i 则 沿 着 两 个 固定 事件 之 间 的 在 良 1 。 中 的 
世界 线 : 质点 在 时 刻 去; 总 所 处 的 初始 位 置 和 终止 位 置 ;7 为 弧 长 , 这 个 作用 可 以 表示 
成 二 维 形 式 : 58。 二 广 Ldi, 其 中 工 为 拉 格 明日 函数 : = _me2VT 一 20237,w 为 二 
维 速 度 (参看 832). 

Smy 这 . -项 是 那 种 部 分 作用 , 它 由 场 中 质点 相 志 作用 产生 的 . 通常 这 作用 是 这 
样 决定 的 : Sur 一》 吃 /4dzh, 这 里 的 和 取 记 有 具 电荷 6; 的 质点 了 积分 则 跑 

(i) 

过 质点 的 世界 线 (就 像 前 而 的 那些 积分 一 样 ) 4 元 向 量 (4;) 刻画 了 这 个 场 的 特征 ， 
通常 称 它 为 4 元 势能 ; 它 的 分 量 4; 依赖 于 时 间 和 空间 坐标 , 在 Swy 的 积分 中 , 向 量 
{4i) 的 值 是 在 质点 j 的 世界 线 上 被 赋值 的 , 并 沿 此 曲线 进行 积分 以 它 与 电磁 场 相 


互 作用 的 观点 看 , 质点 j 的 性 质 只 被 一 个 参数 决定 , 即 电荷 e;, 它 包含 于 作用 3,y 
中 , 因此 对 于 电磁 场 中 的 电荷 ， 作用 Sm 十 Srmf 的 形式 为 


b [到 
/ (一 ed 一 4kdz 小 


Sy 这 一 项 是 那样 的 部 分 作用 , 它 只 依赖 于 场 自身 的 性 质 ; 换 名 话说 ,5， 是 在 无 
电荷 时 场 的 作用 . 如 果 我 们 只 对 电荷 在 所 给 电磁 场 中 的 运动 有 兴趣 , 那么 项 S; 则 不 
是 实质 性 的 , 但 是 只 要 我 们 提出 求 由 此 场 决 定 的 方程 这 些 问 题 时 ， 这 一 项 则 是 木质 
的 了 了 . 

我 们 记得 ,4 元 向 量 (49) 的 三 个 空间 分 量 (4A1, 42, 43) 构成 了 -… 个 三 维 向 量 4 
它 称 乒 场 的 向 量 执 能. 时间 分 量 40 有 形式 40 = w, 这 里 的 实 请 数 ,。 称 做 场 的 标量 
劳 能 .这 里 的 指标 可 用 闵可夫 斯 基 度 量 将 其 下 降 . . 


我 们 还 记得 , 向 量 EB = -人 一 grad e 叫做 电场 强度 全 是 个 三 继 向 量 ) 另外 


称 三 维 向 量 HH 一 rot A 定义) 为 或 声 强度 称 五 关 0,H = 0 的 电磁 场 为 电场 , 而 
称 忆 =0, 王 关 0 时 为 磁场 . 


像 通常 那样 以 已 ,= 5 一 2 - 24; 表示 电磁 场 张 量 . 于 是 作用 Sy( 见 前 面 ) 的 样 
子 是 


Ss 一 a jz — Hdty, 


其 中 五 ? = (了 H, 了 ,= (全 ,本 ) 为 3 维 向 从 的 平方 标量 ,a 为 某 个 常数 , 积分 遍历 整 
个 空间 坐标 , 从 而 在 整个 三 维 空间 上, 而 变量 za (上 与 时 间 成 比例 ) 取 在 两 个 固定 的 时 
刻 之 间 . 我 们 记得 酸 = RE = 2(H? 一 B23) (Fy 为 反 称 张 量 ) 常数 a 通常 取 为 
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1 了 
l16er 
Sp ~—— eer /28 - E2)diz = ie f fer 
因此 , 对 有 其 有 电荷 的 电场 的 整个 作用 5 为 
5=-_5 / medl — >- / 4kdz — / PRdiz. (9) 


到 现在 为 止 , 我 们 把 电荷 看 作 是 点 状 的 , 但 常常 方便 地 将 电荷 假设 为 在 整个 空 
间 上 为 连续 分 布 的 状态 . 如 果 p 为 电荷 窗 度 , 于 是 pdV 为 在 体积 dy = d3xz 上 所 有 具 
有 的 电荷 (在 三 维 空 间 中 ), p 与 zw1, xw?,w3 和 时 间 上 相关， 

考虑 电荷 在 Rt 中 的 世界 线 , 它 被 时 间 上 所 参数 化 :zo = ct, we = ef ear = 1,2,3, 


且 设 (有 ) 为 电荷 的 速度 4 元 向 量 ， 干 是 称 4 元 向 量 (7 为 电流 4 元 向 量 , 其 中 


这 个 4 元 向 基 的 二 个 空间 的 泽 标 六 ,了 ,六 构成 了 通常 三 维 电 流向 量 j= pv, 其 
中 v 为 所 给 点 上 的 电荷 速度 . 分 其 j? 等 上 ep. 通过 直接 计算 可 证 明 , 在 三 维 电流 向 
量 天 中 的 作用 可 表示 为 


已 二 -于 /mod 一 a/ A dr 一 一 | Fedilx 


(请 验证 1). 

现在 转向 求 场 的 方程 ， 这 时 我 们 假定 已 经 知道 了 电 集 的 运动 . 这 表明 在 推导 攀 
拉 方 程 时 , 变 分 只 需 在 位 势 场 中 进行 (即位 势 4 元 向 量 4) 就 可 以 了 . 

因此 , 因为 电荷 的 轨 线 无 变 差 , 即 55w = 0, 但 在 Sn 这 一 项 中 也 不 应 对 电流 天 


进行 变 分 , 这 是 因为 并 -0 我 们 从 而 有 


5S 一 5(Smy + SF) = A + 5) 


1 
= -上 E ji6Ai 十 I dr =0. 
ele 


OA OA .yp 
因为 ik Dr FE， + 2 
_ ls lns /OAk OANL 
5 


1,; , i 5 天 | 
{a+ FY (A) ~ SP Ber G4)} dz 
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由 于 Fyx 一 — Fi, 财 


1 1 如 
全 二 一 i 一 二 局 A 
8S fs {5 54i 元 8 时 je 


用 分 部 积分 对 第 二 项 积分 , 则 变 为 
55 = -fs {2554+ 云 pd 2 rj} 十 vif mea os 


在 后 面 的 项 中 积分 是 在 四 维 区 域 的 边界 上 进行 的 汉 肛 在 雪 间 们 标 下 此 区 城 和 
边界 是 “无 限 的 ", 但 在 其 上 场 为 零 (故而 F* = 仿 ; 时 间 的 边界 为 两 个 回 定 的 时 刻 
t1, ta; 在 这 些 点 上 势能 的 变 分 {8.4} 为 零 

于 是 , 最 后 面 的 这 --. 项 为 堆 所 以 (2 2 ide = 由 省 变 六 


T Orr 
54; 的 任意 性 , 由 有 


4 TT 
和 一 -和 (10) 
这 是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 它 是 由 作用 3 对 位 势 场 的 变 分 所 得 到 的 . 我 们 用 三 
维 形 式 来 写 出 所 得 到 的 册 个 方程 (i = 0,1,2,3). 回忆 张 量 Fw 的 显 式 表示 : 
~ Es —E, — Ey 
(Fi | 0 -He 耳 
E, 五 : 0 —H; 
5 一 五， H, 0 


(和 企 泽 术 2? = et, 2! = ,7x2 = yy 二 z 下 写 出 的 张 量 , 参看 821). 那么 , 第 一 个 方程 
{ 当 i= 1) 有 形式 


18FD DFI BFI2 BF!3 dr .1 
| 十 十 一 了 
C at Or Oy Oz ce 
oH oH, 1 08 4 


由 此 一 二 二 二 本 才 十 = 一 和 加. 对 4 二 2,3 的 方程 有 类 似 的 变化 , 最 后 给 出 了 
yy Oz © ot e 


rt 一 二 下 (11) 


第 零 个 方程 ( 当 i = 0) 给 出 


即 
div E = 47rp., {11”) 
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方程 (11),(117) 构成 了 第 二 对 麦克 斯 而 方程， 回忆 第 一 对 麦克 斯 书 方 程 是 
rot E = -i {12) 
div H = 0. (12") 
方程 (11)--(12) 定义 了 电磁 场 , 从 而 是 基础 电磁 场 方程 . 
我 们 现在 在 没有 电荷 的 条 件 下 , 求 出 电磁 场 的 能 量 - 动量 张 量 的 显 式 表达 . 作 
用 sy 的 形式 为 i / F244z, 故而 以 第 2 小 节 的 术语 表示 时 , 在 这 一 节 中 的 册 数 


五 为 


Lil pl 14 84 
1l6eor i* 1l6cr \Ork Bw . 


在 这 里 势能 分 车 4; 起 了 第 2 小 节 中 量 f9 的 作用 . 于 是 由 能 晤 ”动量 张 量 (zt) 的 
定义 , 我 们 得 到 了 


如 44 OL 
mk 有 
i = Br ; GA dL. 
Ort 
a oaL > a ， 
9 (a) 
1 pu fad goa 
dL = Fr 人 4 
1 kL od ki QA 
sc( “5 四 qd 
1 peo 
加 iret da 
3 1 
于 是 一 万 = 一 工 _FA 因此 
PE 47e 
(起 ) 
1 4 1 
让 T Rt 5k A 
= 4re Bo 十 6 人 
用 闵可夫 斯 基 度 量 g* 提升 指标 i, 我 们 得 到 
i gg OA Lp 1 x lm 
T= dr dm 十 167c7 me， 


所 得 到 的 这 个 能 量 - 动量 张 量 生 前 还 不 对 称 . 在 前 面 我 们 需 提出 过 一 个 办 法 来 消 
去 张 量 T2 的 反 称 部 分 ， 把 这 个 办 法 用 到 现在 的 情形 时 , 我 们 在 Tw 中 加 入 此 如 
1 oA: 


二 Br FW 的 和 , 它 可 以 被 表示 为 - 写 (Wzm) ( 见 前 而 )， 当 实 上 ,因为 在 没有 电荷 
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0 = (09 = 只 时 的 麦克 斯 书 方程 , 有 姓 一 a -0 故 
站 
24 Fw - CFA ea Bl (AiF A 


( 像 在 第 2 小 节 所 证 明 的 , 量 Bo 可 以 加 到 能 基 - 动量 张 二 上 而 不 改变 系统 的 
动 景 向 量 .) 


因为 5 -和 = Fi 族 最 后 我 们 得 到 了 电 破 场 的 对 称 的 能 匡 - 动量 张 量 : 


, 1 | ] ， 
Te = (PF + gr mn Fi). (13) 


习题 37.1， 设 电荷 密度 p 等 于 零 , 电磁 场 A; 势 向 量 依赖 于 -个 变量 x 并 有 形 
式 di(z 一 ct),i 0123. 如 果 4ifz) 为 光滑 函数 , 当 所 有 x 的 模 有 公共 的 常数 上 界 
时 , 则 电磁 场 的 所 有 代数 不 变量 (特征 值 ) 恒 等 于 零 (证 明 由 这 是 电磁 波 沿 x 轴 传 
播 的 情形 . 

4,， 引力 场 方程 

设 在 闵可夫 斯 基 空 间 对 + 中 度量 为 gj i, 为 与 此 度量 相 容 的 对 称 联络 ， 以 
zw 22 03 表示 M4 中 的 坐标 . 在 物理 学 中 ,M4 中 的 长 度 元 的 平方 dl2 等 同 于 引力 
场 ， dl2 = Dd ,gn ~— 一 jt- 设 二 二 detl gi;). 在 惯性 参照 系 中 ， 当 利 用 欧 氏 空间 坐标 
T= 有 时 间 坐 标 20 = 时 , 我 们 得 到 了 df? = (dzo)2 一 (dz 区 2 一 
(de)? 一 (az 六 (我 们 记得 这 种 坐标 叫做 伪 欧 氏 的 )、 引进 了 这 种 党 标 的 这 个 时 空空 
间 被 称 做 平坦 空间 ， 

一 般 讲 , 我 们 将 在 M4 中 考虑 变化 的 伪 黎 曼 度 芋 〈 常 称 这 样 的 时 空空 间 Mi 为 
弯曲 室 间 , 以 和 平坦 的 如 以 区 其 ). 当然 , 在 每 个 特定 点 zo < M4 上 可 以 化 gi; (x0) 为 
对 和 角形, 这 是 经 过 在 点 m 的 茶 个 邻 域内 相应 的 坐标 变换 完成 的 . 在 化 为 对 角形 后 ， 
度量 张 量 的 矩阵 (gi;) 有 一 个 正 的 , 二 个 负 的 特征 值 , 因此 g = det (gi;) < 0O. 

设 dn = v=gdtz 是 标准 的 4 元 体积 形式 ,以 Ri 表示 歼 曼 巾 率 张 量 , 它 由 与 
9 相 容 的 仿 射 联络 zx 构造 的 我们 记得 在 $30 中 , 当 降 低 张 量 Ri 的 上 指标 后 
得 到 下 面 通过 g;; 和 度量 张 量 的 导数 来 表 不 Rijnt 的 显 式 公式 : 


I Og gp 20， 站 2 
RR 二 i 证 rm 
im 3 全 二 0 Bridrt ) 
gnp (Th Tm 一 Tem TE)- 


对 于 里 奇 张 量 Fux = RI = gim Risnx, 我 们 容易 得 到 下 曾 的 表达 式 


和 也 ;得 -Tt 
Pik 了 十 Ts gl lr Ti Ty 
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(请 验证 D). 我 们 也 己 知 道 , 标量 由 率 五 就 是 让 亩 的 不 更 其 


及 一 IE Rx 一 gg 再 :ri . 


对 于 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 林 以 作为 这 个 场 的 希 尔 伯 特 作用 的 变 分 得 到 的 欧 近 
- 拉 格 朗 日 方程 . 我 们 记 这 个 作用 的 证 两 为 35. 假设 S = 厂 RaP, 其 中 的 积分 取 在 
整个 三 维 宝 间 (z1z72,73 以 及 时 间 举 标 x? 在 区 间 疯 近 7 入 2 上 . 
定理 37.2. 成 立 恒 等 式 
“ 4 
SRVilea = (Bi; 一 ;Ros) VI 


9 


有 从 而 | 
55 = / (Bik 一 3 Rg)sg™ wigldlz. 
证 明 我 们 对 5 的 表达 式 可 以 进行 革 种 简化 , 以 消去 出 现在 不 变量 R 中 的 二 
阶 导数 397Bzpaa9. 在 这 个 简化 {我 们 志 在 就 进行 } 之 后 , 被 积 表 达 式 就 只 包含 了 
张 量 gi 利克 氏 符 号 一 


我 们 有 
Rv-9= vg Ri = vg (1 —g “ou to TT ~ gi 本 
改变 前 两 项 
VB0" Oe Vr) — Th V0) 


; on 站 站 sh 
Vag" = BE(v 9 gg* Th) — Ta Div 入) 


可 以 去 掉 全 导数 (准确 地 说 , 是 发 散 量 ) (VT g* Th) 和 (V5 9g 了) 而 不 会 
影响 变 益 55y. 关键 在 于 积分 


/| era | Bera re 
的 变 差 党 于 等. 事实 上 , 利用 斯 托 克 斯 公式 , 这 些 积分 可 以 变 为 在 区 域 D 的 边界 9D 
上 的 积分 .因为 在 作 5, 的 变 分 时 , 我 们 应 该 对 gx 变 差 (把 它们 看 作 独 立 的 变量 ) 


故而 变 差 59ix 应 该 在 8D 上 等 于 零 (参照 上 面 的 欧 拉 - 拉 格 朗 自 方程 的 结论 }, 因此 
Af ) 二 0. 于 是 可 以 认为 


if Ran) = af Gv ody), 
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于 


ev 二- TE (VD ) (9 )- 
(本 并 TV (14) 
中 丁 联络 六 与 度量 相 容 , 则 成 立 恒等式 (参看 习题 29.11) 


9 一 


-Br (vgg™*) 
{请 验证 0). 以 y=5 去 除 (14), 我 们 得 到 
人 《7 一 — TH TR gE? nh 三 Or 0 (Vgg™ ) (一 开 Tn gr 


变换 第 二 项 : 


] 1 Vg Doik 
i Am i 
| go 5) = a Ti Be 
避 2 
Dg 
一 一 sg 下 一 人 
本 > es 1 外 , ， 
在 这 里 我 们 利用 了 关系 式 大 = 元 Fk 我 们 还 知道 , 9 gm gm 由 
此 有 
i pp ik 1 Og Di T ni mk rE 
— ip Tipg ir Ber -TT + Th Tug + Dh TRg™ 
= To +t Th + Dig 
了 
由 此 有 


G = 2 ng 一 下 nl — Tn Tg — gr*(TP TE 和 Ti TH) 
= gas 一 一 
一 2g R(T 全 Th gC Th Tr 
一 一 和 Th 一 1 kT Ln). 


内 此 , 我 们 己 证 明了 下 面 的 命题 (显然 , 这 个 证 明 对 任意 的 维 数 n 部 成 立 ): 
引 理 37.3. 


6 (f RViaee) 一 6 (fs ‘(Tr — rh) vigl "2). 
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我 们 再 次 指出 , 引力 场 由 度量 张 量 py 定义 , 因此 在 进行 对 作用 的 变 差 时 应 该 让 
分 量 gi 接受 誉 分 , 而 目 在 此 时 % 被 看 为 独立 的 变量 . 
我 们 米 冰 63。 (只 对 引力 场 即 度 攻 进行 变 分 1 我 们 有 


5 /vetz =/ Ri 一 747 
-/ (Ri Vd9* + Rig rsB(V + yD Rr)d 
求 和 8 天. 如 果 23 让 为 gis 在 矩阵 (972) 中 的 余子 式 , 则 | g = DD gi A { 按 g 的 定 关 ), 其 


中 取 和 仅 对 ; 进行 , 而 天 是 阅 定 的 , 明 时 地 , 因为 每 个 分 量 gi 的 微分 3g 必须 乘 以 
(在 约 化 相似 项 时 ) 这 个 分 最 在 9 的 表达 式 中 的 系数 , 即 Aw, 则 59 = (5gis) A (对 
4 取 和 }, 因为 g* = 全 吉 4 于 =g.9*, 从 而 6g = 9g*6gig. 因为 gikgiz = 看 一 出 
故 (6g*)gig 十 9g 人 *(69;k) 二 0, 即 69 一 -ggirnég 闵 . 于是， 
{v9) = 29 二 pp gikdg = V9wsg™, 
由 此 得 到 
sf RvB 一 Ja 一 了 Fosr)6gwV=Bdta 十 f FRV Ga. 

现在 来 求 5Rs, 我 们 先 要 注意 到 , 变 差 57 是 .个 张 早 ( 记 住 , 克 里 斯 托 费 尔 符 
号 不 构成 向 量 }. 事实 上 , 按 沿 向 轩 疡 科 共 变 微分 的 运算 Ve 二 Vi 的 定义 , 我 
们 得 到 Ys.(8;) = TB%: 其 中 B 为 标准 坐标 向 量 场 3; = -一 . 因此 ， 为 党 坐标 曲 
线 平 行 移动 的 向 量 展 式 中 的 系数 . 于 是 , 表达 式 SITE 是 两 个 向 最 的 益 这 两 个 向 
量 是 以 两 种 方式 从 点 上 @ 到 点 己 的 平行 移动 所 得 到 的 ， 一 个 是 用 原来 的 联络 了 另 
一 仿 是 用 变 差 的 联络 [5 + 435, 因为 在 同一 个 点 全 上 计算 的 两 个 向 量 差 仍 是 一 个 
向 莉 , 故 量 57% 是 个 张 量 

为 计算 变 凑 5Rix, 我 们 固定 一 个 任意 点 , 并 在 这 个 点 的 某 个 邻 域内 引进 在 此 点 的 
惯性 坐标 系 (参看 习题 29.4). 这 表明 在 此 点 有 ?车 = 0, 内 为 在 这 个 点 有 a (gik) = 
0. 我 们 有 


Ee dl art : 
gy ra 5 - 让 - 和 + Th rr ) 


Dr: Dr 
= (# ET- 2 
一 外 g* (67h) (6Th) 
_ Oikin usrniay _ OW! 
本 dr! 7 9" We vy 907) 一 Dre 日 
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T = gtiTh ~ 9g 87&. 


了 
因为 57 为 张 量 , 放量 WW!' 也 构成 了 张 量 (向 量 ) 从 测 它 的 发 数量 “5 在 我 们 这 
个 特殊 华 标 系 (在 所 选 的 点 上 为 惯性 的 ) 下 , 当 转 变 到 作 意 其 他 曲线 坐标 时 不 变 , 这 


时 因为 量 2 (7") 对 于 任意 坐标 变换 不 具 张 量 特性 , 我 们 当然 应 该 运用 不 变性 的 定 


Or 


六 dv 下 一 Ye 我们 记得 ( 见 办 9.3) 在 关于 歼 曼 对 称 联络 的 任意 坐标 中 ,diy 工 的 
om 0 1 天 
vv 二 9 -二 项 fw 二 597， 


我 们 得 到 了 git5Ri， 一 (vv- 570 于 是 积分 / gO6Ripy 一 9d4x 变换 为 


1 [a 
V9 dr! 
车 WW=3W)ate. 由 斯 托 克 斯 公式 , 这 个 积分 当成 了 在 由 维 区 域 的 边界 3D 上 对 
W" 的 积分 , 因为 在 9D 上 场 的 变 差 等 于 零 , 故此 积分 也 等 于 零 . 最 后 我 们 得 到 


1 LL 
65, = / (Ri — 3 RO)Sg* VBd. 


定理 37.2 得 证 . , 
通常 作用 5, 写成 具 系 数 和 的 特殊 形式 , 其 中 入 = ee 其 中 e 为 光速 ,G 为 所 
谓 的 号 | 力 常 数 *. 于 是 


Fe 1 i /4 
5o 一 167C fe 一 a Pegik)69 -gd z. 


考虑 连同 物质 性 在 内 的 总 作用 5, + So = Sm. 我 们 现在 来 考虑 变 差 5Sw 通常 
作用 5 被 写成 (在 曲线 坐标 下 ) 形式 > /4V=5dtz, 其 中 4 是 由 物质 的 性 质 定义 ， 
它 依赖 于 由 物质 定义 的 度量 和 场 .( 回 忆 : 积分 是 取 在 整个 三 维 空间 zl,z2,za 上 , 而 


在 时 间 zx? 上 是 取 在 两 个 固定 的 时 刻 之 间 的 , 就 是 说 是 在 无 限 的 四 维 区 域 上 , 它 被 包 
会 在 两 个 起 曲 面 z 一 29 和 :9 = zx9 之 间 ;z9, zx9 是 某 两 个 常数 ,) 因此 


_1 0659 
MB 9% 


SAG osm 2 
C3 HgK eyo 
-1 2 55m 、 | hE 人 J 注 ,bp FE 
如 果 已 知 一 中， 那么 这 使 是 引力 场 方程 . 我 们 注意 到 , 这 些 方程 是 非 线 
性 的 , 因此 两 个 (对 场 gij) 解 的 和 不 必 是 一 个 解 . 


在 相对 论 中 没 定 量 -一 2 Sw = Ti 为 系统 的 能 量 一 动量 张 量 . 对 物理 上 重 
cv -yg 6g 


I 
= Fn 一 Fgik 一 


(15) 
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要 的 场 {例如 电磁 场 ) 而 言 , 表达 式 
__ 2 om 
eV 一 9 69 | gs 一 内 可 夫 斯 基 的 gi* 
同 寺 床 先 引进 的 对 称 的 能 量 - 动量 张 量 . 事实 上 ， 。 
ec9w 一 / Av—gdr = A / Fn Fit vod 
一 | Fog FV -Gas 三 em Pin) -Gas 
显然 , 我 们 有 (请 验证 !) 
Sm = { THF + Fo Pim Pe")Sg /dt 
被 积 表 达 式 与 表达 式 (13) 相间 . 
在 所 谓 的 “ 空 ” 窑 间 情形 ( 即 不 存在 物质 ) 有 元 = 0, 于 是 引力 场 方程 有 形式 
Ra = 0 事实 上 , 由 (15) 可 以 得 到 g4 Rs 1 Rl = 22 
Src SrC 


gm 即 可 一 5 R61 = = 


7 其 中 了 = 9， er 从 而 我 


5 我 们 得 到 RR 一 2R = 


们 的 场 具有 形式 Re = 2 (Tw - 1 如 果 Ths = 0, 从 而 Bk = 


es Rir 二 0 即 对 此 空间 的 里 奇 张 量 等 于 零 , 绝 不 会 推出 “ 空 ”空间 是 平坦 的 

伦 . 时 空空 间 为 平坦 仪 当 整 个 葡 曙 曲率 局， 等于零， 如 果 时 空空 间 是 三 维 的 , 则 

“ 空 ”空间 必定 平坦 , 这 是 因为 在 这 种 情形 下 , 黎 紧 张 量 可 以 通过 里 奇 张 量 表 出 (公式 
(30.18)). 在 二 维 情形 , 由 计算 得 到 


定理 37.3， 在 度量 qi 的 局 部 变换 下 , 量 So] = /Kds 不 变 , 其 中 05 = 
VSdz A de?, 到 为 高 斯 曲率 , 而 i,j = 1,2. 
证 明 在 二 维 情形 我 人 有 K = R/2, Rs = 3 Rg = Koi( 参 看 定理 30.4). 泛 函 
5 的 变 差 等 于 (网 前 面 ) 
#5 一 1/ (Bs 一 3 fos ) doi ds 二 地 . 
让 完 . ee 
对 于 Rs 中 的 闭 曲 而 而 言 ,度量 变化 的 局 部 性 并 没有 实质 性 影响, 因 洛 得 到 了 


推论 (高 斯 . 博 内 ) 在 三 维 欧 氏 空 间 中 闭 曲 面 上 对 高 斯 曲率 的 积分 , 在 曲面 的 
光滑 形变 下 不 变 


/ Kds = 常数 . 
这 个 常数 的 数值 将 在 第 二 卷 中 得 出 . 
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5. 皂 膜 

考虑 光 消 的 起 曲面 V*-! < R", 壁 如 , 它 由 图 像 撒 式 给 出 :zx? = fizxl,.… ,x -1). 
设 阴 数 的 定义 域 为 RR*! 中 的 有 界 区 域 D; 考虑 面积 的 泛 果 3 月 , 它 定义 于 所 有 
这 些 国 数 六 的 空间 上 

SIf] = 大 [本 和 

这 里 的 4 = (gfz)z> ED 为 在 曲面 V"-! 上 所 诱导 出 的 黎 曼 度 磺 , 而 ar-lz = 
2 Aa 信人 dr" 其 中 zl, ,zm7! 为 了 上 的 欧 氏 学 标 . 近 格 朗 日 Wjdet A4| 
可 以 通过 两 数 /写成 显 式 表 达 式 . 


设 7" 一 为 Vn-! 上 的 (wn-1) 维 体积 ,于 是 5 月 二 / drn-1. 设 PE TrimfP) 


了 
为 V" 在 点 忆 的 单位 法 向 量 ,a(P) 为 nf(P) 和 6, = (0,… ,0,1) 之 间 的 夹 角 {图 
38); 于 是 
加 pl dl 
Ss[f] = fa = | 二 
了 pb 


另外 , 因为 nn(P) 由 下 面 公式 给 出 (参看 88.3 中 对 于 nn 一 3 
时 的 公式 ): 


n(P) 一 -一 ( fri, 1 — fori), 


于 是 
1 


\ 1 + 2 (fo)? 
因此 , 5[] =/ ] + Spe)2de 六 
万 t=1 


考虑 对 面积 泛 函 5S[j] 的 极 值 曲面 V1 { 即 极 值 两 数 x* = f(z),z e DD 的 图 像 }. 
欧 拉 - 拉 赂 朗 日 方程 (3)( 这 里 的 天 = 1) 的 形式 为 


vos a{P) = (en,n(P) 一 


日 
> 欧 上 0. (16) 


了 一 了 
\ 十 yfas)? 
j=1 
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定义 37.5.， 称 面 积 泛 晃 3 的 援 值 册 面 为 报 小 曲面 . 
注 例如 在 及 3 中 设计 的 科 小 曲面 的 模型 是 紧 绷 在 闭 金属 丝 圈 上 的 肥 撮 膜 {无 
重力 的 情形 ). 
对 于 由 >= fr, 的 图 像 给 出 的 在 RR3(x,y,z) 中 的 二 维 极 小 曲面 , 方程 (16) 得 
到 的 形式 为 
位 十 下) — 2feyfrfy + (1 + f2)fos = 


(请 验证 1， 

极 小 曲面 vm! 的 方程 允许 用 在 及 3 中 此 曲面 敌人 的 局 部 不 变量 去 描述 它 . 

”定理 37.4， 设 V"-! Cc 到 ”为 光滑 超 曙 面 . 其 平均 曲率 五 恒 等 于 零 当日 仅 当 

V*-1 在 它 的 每 点 的 某 个 邻 域 中 岩 示 为 面积 汉 函 的 极 值 函数 的 图 像 { 即 为 极 小 

曲面 方程 的 解 ). 

因此 , 条 件 五 三 0 是 曲面 Y"-1LC Rn” 的 极 小 性 条 件 . 

证 明 定理 的 证 明 归 结 为 对 于 图 像 z = f(z) 的 平均 曲率 互 = Tr(4-19) 的 直 
接 计算 , 其 中 4,@ 分 别 为 第 -一 和 第 二 基本 型 的 矩阵 (FH 的 这 种 定义 是 定义 8.53 在 n 
维 情形 中 的 直接 推广 ), 并 用 验证 方程 HF = 0 等 同 于 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (16)， 

我 们 不 在 这 里 进行 一 般 情 彤 下 的 计算 , 而 仅仅 考虑 特殊 的 情形 :及 3 中 的 二 维 极 
小 有 曲面 . 

我 们 以 半径 向 量 ” = rfw,) 给 出 曲面 V? < R3( 至 少 是 局 部 地 )， 于 是 SIr] = 


/ VEG — F2dvdy, 其 中 4 = (? 5) 为 第 一 基本 型 的 矩阵 : 


Diuw) 


E={ruyru), 五 一 (ar G= {ros Toy. 
平均 曲率 矿 的 形式 为 
H=T(A-10Q) = Fas (GL —2FM + EN), 


LL MM 


en 人 (人 


) 为 第 一 基本 型 的 矩阵 : 


L= {ron M= (ruvs nN}, N= {rou 71), 


这 里 的 n 是 曲面 的 单位 法 向 量 ， 

在 V3 上 选取 (局 部 ) 共 形 (等 温 ) 坐标 , 对 于 实 解析 度量 4 这 样 的 坐标 的 存在 
性 时 在 813 中 证 明 过 . 为 简明 起 见 , 我 们 假定 u,v 已 经 是 共 形 坐标 了 . 

在 共 形 坐标 下 FF 一 0, 万 ~ 洛 , 因而 


Sr] = /1/ Vr rd re, Foy ddy 一 /f vB | yl + 2d) zd + 2 e2 dudy. 
BB 万 
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另外 , 如 = 训 全 + N) = 到 true 二 ro) 双 一 再 (nm 其中 为 科普 拉 斯 算 子 


我 们 考虑 在 坐标 um 下 Slr] 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 这 表明 , 将 欧 扩 - 拉 格 
项 日 方程 以 共 形 坐标 描述 的 可 能 性 来 自 于 下 面 的 事实 , 即 当 用 扰动 六 对 泛 函 3] 进 
行 变 分 时 应 可 以 假定 所 有 函数 rfu 切 十 en(4,v) 拘 参 昭 于 共 形 坐标 . 为 此 , 只 要 在 每 
个 曲面 r(w,v) + entw,v) 主 引 进 共 形 坐 标 (wwe, we) { 关 键 是 坐标 4,wv 在 扰动 了 的 曲面 
r+ 十 E9 上 一 般 已 不 是 共 形 的 了 }. 假定 坐标 fus,te) 光滑 依赖 于 <. 
欧 拉 - 拉 普 拉 斯 方程 具 撒 式 
如 总 
Dat 十 | = 0， 
6 9 
到) 十 Bi) = 0, ’ BIAr = 0 


国 0 
Be te) 十 Do) =D. 


称 满足 方程 Ar = 0 的 半径 向 量 + 为 调和 指 . 因此 , 在 共 形 坐标 下 “半径 向 量 的 极 小 
性 *( 即 它 对 面积 泛 函 的 极 小 性 ) 意味 着 它 的 调和 性 ， 

因此, 由 于 Ar = 0, 则 五 = 去 (Arm = 0, 从 而 证 明了 我 们 感 兴趣 的 命题 的 一 
个 方面 

反之 , 设 吾 = 0, 我 们 应 该 证 明 Ar = 0 (在 共 形 坐 标 中 )， 因 为 (Amy = 0， 

故 只 要 验证 两 个 等 式 :(Ar, ra) = 0 (Ar re) = 0. 由 此 将 扒 出 Ar = 0. 事实 上 , 向量 
ni rusrs 构成 在 曲面 7(w,v) 的 每 个 正则 点 上 构成 一 个 标 架 (根据 曲面 的 定义 ) 由 于 
坐标 的 选取 , 我 们 有 玉 = 人 和 下 =0, 好 (roy,ryy 二 fro?oy 以 用 frar 二 0. 按 和 
5 作 微分 , 得 到 


{Pip ry 一 {Ta ru), 
{rw Pu) 一 {Fas To) (17) 


(ruus Py) TT Pu, rw) 一 0, 


{ry ru) TT {Pe ruw) 一 0. 


我 们 应 验证 恒等式 


{rns Tu) 十 {Tov ru) = 0, 
{rous Tuy 十 《ro 三 D. 


最 后 面 的 这 两 个 方程 显然 可 出 (17) 得 到 ,从 而 证 明了 
命题 37.2， 二 维 曲 面 可 由 极 小 半径 向 量 描述 当日 仅 当 五 = 0. 在 共 形 坐标 中 
极 小 半 么 向 量 成 为 湖 和 向 其 ， 
注 论 及 半径 向 量 r(w,w) 的 调和 性 可 能 仅仅 与 某 种 坐标 系 有 关 《〈 在 上 述 给 出 的 
情形 中 这 个 坐标 是 共 形 的 ) 在 坐标 变换 下 , 调和 性 -- 般 说 来 是 不 能 保持 的 . 


- 3410 六 章 高 维 变 分 问题 . 场 及 几何 不 变量 


极 小 曲面 VV c 良 3 的 结构 十 分 复杂 - 例如 , 如 果 固 定 边 绿 的 闭 曲 线 5S1 c R3, 刚 
一 般 情形 , 在 其 上 可 以 张 成 许多 种 “ 皂 膜 ”( 妈 对 于 微分 方程 玉兰 9 或 Ar =0 的 解 
没有 唯一 性 定理 ,) 参看 图 39,40 上 的 例子 ， 
dn ml 
CC >» > /E\ 


闭 过 缘 县 链 太 闭 边 综 


图 39 图 40 


方程 了 = 0.Ar =0 的 解 可 能 有 奇 点 . 例如 (三 叶 默 比 乌 斯 曲 而 ) 参看 图 41,42. 


TT A 


< 
fesse 


闭 这 乡 


图 41 图 42 


调和 的 半径 向 量 是 对 一 个 高 维 (二 维 ) 汉 函 的 欧 拉 . 拉 格 关口 方程 的 解 ， 
狐 利 克 雷 泛 画 ”考虑 二 维 半径 向 量 rfw,v) (坐标 uv 为 任意 ) 称 下 面 的 汉 峭 


EtG 


3 人 ia 


妃 人 |] = 
Df{rr vy 
为 狄 利克 军 泛 明 , 其 中 百 ,G 为 曲面 rl,9) 的 第 一 基本 型 的 系数 . 
这 里 


From = 了 号 十 迪 十 癌 十 区 十 只 十 动 ) 
故 调 吹 拉 。 拉 格 朗 口 方程 (向 量 形式 ) 的 形式 为 Ar = 0, 其 解 便 是 调和 半径 向 量 . 


因为 | 
P10 /FG 


2 


故 

DIr] 宕 SI 
对 任意 逐 段 光滑 的 半径 向 量 rlw,w) 成 立 , 而 等 苇 成 立 当 且 仪 当 羽 二 GF == 0, 即 存 
共 形 坐标 系 中 . 于 是 , 任意 D(r) 的 极 值 面 , 其 坐标 如 为 共 形 时 则 也 是 SIr] 的 极 
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值 ; 反之 则 不 成 立 . 为 了 得 到 证 函 Sfr] 的 所 有 极 值 面 , 应 该 考虑 所 有 证 函 DIr] 的 极 
值 { 即 调 和 半径 向 量 ), 从 它们 中 只 选 出 那些 对 它们 而 育 &,v 是 共 形 坐 标 , 然后 对 u,b 
进行 任意 正则 泽 标 秋 换 . 

对 坐标 ,vt 不 是 共 形 的 调和 半 笑 向 量 riw,w), 将 不 能 被 用 来 描述 极 小 出面 , 例 
如 fen = (wv,Re flu 十 io)) 为 韭 线 性 复 解 析 隙 数 fia 十 iv) 的 实 部 (或 虚 部 ) 的 
图 像 . 

泛 沙 Dr] 和 57] 之 间 的 联系 , 在 许 名 方面 类 似 于 长 度 泛 函 贡 [y] 和 在 道路 7 上 


的 作用 St[%y] = / 入 2at 之 间 的 联系 . 显 见 ,中 [yg<(8 一 a}5%[y], 而 等 号 成 立 当 且 仅 


当 在 辆 线 y( 旭 上 参数 t 与 弧 长 成 比例 (如 果 矢 数 是 自然 的 , 这 样 的 极 值 中 [y] 次 测 
| 这 种 情形 与 下 面 情形 相关 联 , 即 泛 函 纪 [7] 和 3[r] 对 于 变量 变换 不 变 , 而 泛 函 
8s[>] 和 Dfr] 财 不 是 不 变 的 ， 


6. 薄板 的 平衡 方程 

考虑 一 个 进行 形变 的 物体 的 一 个 特殊 情形 : 一 个 弯曲 薄片 的 平衡 , 我们 假定 这 
个 片 是 薄 的 ( 即 其 厚度 与 其 他 两 个 方向 的 六 度 相 比 是 小 的 ). 假定 在 无 形变 情形 下 这 
个 片 十 个 平面 . 还 将 假定 形变 是 小 的 , 即 薄 想 上 点 的 位 称 相 对 于 厚度 而 言 是 小 的 . 对 
薄板 的 自由 (弹性 ) 能 量变 分 的 欧 拉 - 拉 格 斋 日 方程 就 是 薄板 的 平衡 请 程 . 

在 弯曲 薄板 时 , 在 : 些 点 产生 了 伸张 , 而 在 另 
一 些 点 产 汪 了 庄 缩 . 在 凸 的 一 边 进行 了 伸张 , 而 在 
门 的 _ 边 进行 了 压缩 . 按 深入 音 度 方向 的 程度 , 仁 
张 和 玉 缩 在 减少 : 伸张 的 区 域 和 压缩 的 区 域 彼此 
被 个 所 谓 的 “中 性 曲面 * 隔 开 , 在 此 遇 面 不 存在 
仲 或 缩 . 这 个 曲面 位 于 薄板 厚度 的 中 间 . 

我 们 引进 笛 卡 儿 坐 标 系 z,y,z, 其 原点 0 在 中 性 曲面 上 ,Oz 轴 正 交 于 此 曲面 . 平 
向 (z,9) 与 来 形变 时 的 游 板 相 重 合 . 以 zw, 表示 在 弯曲 时 中 性 有 曲面 的 点 的 竖 和 直 位 
移 (图 43). 

设 月 为 极 的 厚度 , 于 是 上 曲 薄板 的 总 自由 能 量 FF 由 下 面 的 公式 计算 ; 


Eh3 Ot Ozc FCN 2 Hc 
-zn // [人 ) 120 0) (2) - 兴 旭 | | oy 

其 中 的 积分 在 位 称 函 数 ¢= Ctx, 的 整个 定 文 域 上 进行 ,EF 为 伸缩 模 基 ( 杨 氏 模 量 )o 
为 泊 松 系数 , 它们 的 计算 公式 为 

i 13K — 2 
BK + “23K + 
其 中 K 各 分 别 蚌 总 的 不 缩 模 数 和 前 切 模 数 ; 常数 KK 和 jy ll1 薄 相 的 组 成 物质 的 
性 质 所 决定 
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以 下 来 推导 平衡 方程 . 我 们 注意 旬 , 由 于 是 小 的 形变 , 故 可 设 dzdy = d5, 其 中 
d5 为 曲面 的 面积 元 (中 性 曲面 ). 我 们 对 能 景 FF 进行 变 分 . 把 FF 表示 为 两 个 积分 之 
和 |: 


feta-o/[( 若 ) -各 尖 叶 
(这 里 的 A 是 拉 普 拉 斯 算 子 ) 从 前 分 别 对 这 些 积分 进行 变 差 . 
53 / / (AOdS = / f (AC}HASC)aS = / f (AC) (div grad dC}ds5 
= / | div(AcCgrad 6c)d5 一 / | {grad AC, grad 6C)d5. 
设 ? = 8D 为 闭 曲 线 , 它 着 下 数 .ctx,y) 定义 域 五 的 边缘 . 例如 ,> 是 包 团 这 个 
清白 的 闭 曲线 , 于 是 积分 Giv(ACerad 5)4s 可 以 用 斯 托 克 斯 公式 变化 为 用 cn 
5 


grad 3c)dl, 其 中 di 是 沿 % 的 强 长 元 ,n 为 的 外 法 线 . 可 清楚 看 出 


Actn grad 6C)dl = 1 A¢ od, 
其 中 竟 为 沿 团 曲线 + 的 外 法 线 n 的 方向 微分 . 类 做 地 ， 
/ | (grad 6C,grad ACds = / | div((6C)gradAc) — / f (icJAzca5 
5 5 
= { 5Ctn grad 04 - / | (5CJAacdS 
= 多 3c A a ~ (6eJAz2edS， 
4 5 
因此 , 我 们 对 5F 表达 式 中 的 第 一 个 积分 化 为 
5 ff eas - ff Sosas - fi + foo 
转 而 考虑 5F 表达 式 中 的 第 二 个 积分 : 
(ES) Es 


/f bb He Hi PCO6C -| 
5D 


dry ory Or? Ov? dr? By? 


837， 吕 简单 的 高 维 变 分 问题 .313 ， 


其 中 被 积 表达 式 可 以 表示 为 下 面 的 形状 : 


0 /O60 Be 06 3) 二 B 1666 HE 2866 2 diy 工 
Oy roy Br dy? By \ Br dry Oy Or? . 


s/f [( 若 ) -器 虽 |e 
| 
= fT 


= fee oP 2 2 和) 上- sit 8 ( 尝 OC 一 3] di, 
了 


By roy Dr oy? dr ry dy O72 


其 中 6 为 Os 轴 和 法 向 量 n 之 间 的 夹 角 (图 44). 我 们 来 用 Se 和 人 < 来 表示 2 


n a 8 9 88 
;其 中 地 8. 因为 BE = cos 中 sin 087 页 一 si 9 兄 十 Cog 03 于 
是 
ON C0) 
J [5 0 07 | 
D 
a6C [ . D2¢ B2C B2C 
= 罩 一 一 |2 03 
元 二 | sin Deos 5507 sin? 0 > 一 CO8 os w+ 


a6 2 2 
区 如 | 8cos 日 ( 爱 - 2 下 】 十 {eos2 8 一 sin 2 dl. 
% 


可 对 第 二 个 积分 进行 分 部 积分 因为 积分 县 在 闭 曲 线 上 进行 的 , 故 积分 限 合 为 
一 个 点 , 因而 积分 具有 形式 


2 2 2 
-i [sn decos 0 (于 一 区 ) 十 (cos2# _ gin? 9) | dl 
了 


Bi Be 
(第 二 个 积分 是 对 于 全 微分 的 积分 ， 故 化 为 零 ). 最 后 , 对 于 自由 能 基 的 变 分 我 们 有 
(1 0) 全 (an gcos 6 ( 爱 _ 淄 ) (cos3g sin? 0) 0 at 


Dy2 Dr? ra 
(6o) Ba ,2 0 O26 
fe 区 {1 ga) (2sn Hcos 0 578y sin28 > — Cos2 3] 地 
3 


Ox Oy 
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为 了 得 到 薄板 的 平衡 方程 { 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ) 需 ? 
要 使 和 5 天 十 57 为 堆 , 其 中 六 为 薄板 的 势能, 它 与 外 力 在 
关上 的 作用 相关 联 . 变 差 5 等 于 在 浒 板 位 移 时 外 力 的 功 
加 上 反 疝 符号 . 

没 = P(xz,y) 为 作用 在 薄板 的 外 力 , 它 是 赋 在 它 的 曲 
面 的 单位 面积 上 的 { 即 中 性 曲面 上 ), 而 且 是 沿 其 法 线 方向 . 


丁 是 外 力 在 洲 板 位 称 距 离 5¢ 时 所 做 的 功 等 于 f / Pscds. 
0 
由 此 , 作为 总 自由 能 量 的 概 小 性 条 件 {时 准确 地 说 , 极 值 条 件 ), 我 们 得 到 


2 Picds 一 小 (18) 


在 这 个 关系 式 中 既 涉 及 曲面 , 也 涉及 闭 曲 线 上 的 积分 ， 由 于 变 差 5 是 任意 的 ， 
并 且 可 以 有 任意 小 的 支 集 (特别 ,6 的 支 集 与 闭 边 缘 + 不 交 ), 因而 分 别 地 在 曲面 上 
的 和 在 闭 边缘 上 的 积分 为 零 ， 曲面 积分 为 


| (Be js 一 7) deds — 0. 


由 的 任意 性 , 有 HA?6 -一 0, 玉 一 3 六, 称 这 个 全 为 在 过 临时 薄板 的 刚度 


(或 杜 面 刚度 ); 于 由 物质 的 性 质 决定 . 因此 , 薄板 在 外 力 的 弯曲 作用 下 的 平衡 方程 为 


HAC—P=0. 


这 个 方程 必须 满足 边界 条 件 , 它 由 方程 (18) 中 的 在 闲 曲线 上 的 积分 等 于 零 得 到 
通常 在 此 时 可 选 出 儿 个 重要 的 特殊 情形 . 

4) 设 薄板 边缘 7 = 8D 部 分 是 自由 的 , 即 在 其 上 没有 外 力作 用 . 于 是 沿 此 边界 
部 分 区 和 5 (全  】 为 任意 , 因此 在 这 些 变 关 中 对 应 于 闭 曲 线 积分 的 那些 系数 应 该 


为 零 . 这 给 出 了 下 面 的 一 组 边界 条 件 : 


_O(AN 
Bn 


PC 2C 、， Bi 
十 {1 一 中 而 3 (an 0 oo8 9 (B+ in cos 的 入 一 0， 


， 下 2 本 Ee 
Ac 二 (人 (一品 (2 Sin feos Wy sin? 95 cos? 95 ) = 0. 
b) 设 洲 板 的 边 被 刚性 国定 (例如 被 刚性 地 柑 人 到 物质 之 中 ). 这 时 板 不 能 进行 任 


何 竖 让 的 扰动 , 也 不 能 改变 板 的 边缘 的 方向 , 从 而 多 = 0,6 63 =0 (由 此 得 到 , 所 
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有 的 闭 些 线 上 积分 恒 等 二 零 ; 边界 条 件 有 简单 形式 :4 = 蔡 = 0 第 不 方程 表明 ， 
边 蜡 当 形 变 时 没有 扰动 , 而 第 二 个 表明 边缘 的 方向 在 水 平 形 杰 时 保持 不 恋 . 


习题 


37.2. 证 明 对 于 泛 函 3[ 末 = fr Ax*m = -3 / Fara 在 条 件 d(Fisdri 六 


aa) 一 0 下 的 极 值 麦克 斯 书 方 程 成 立 (在 “ 空 ” 空间 中 ), 这 串 的 Es 是 疝 相 去 斯 基 空 
间 有 R1 中 的 反 称 张 量 ， 
87.3， 证 明 


1 , . 
a) Pi = sf re Br = dr A dr? A dre’. 
Cc 


称 分 量 为 Lm, 2 了 20, ~7% 为 系统 的 动量 密度 , 而 T% 为 能 量 守 度 . 如 果 V 为 
超 曲面 z? = 常数 上 的 有 界 区 域 , 于 是 


b) / Tdir = —e 由 Tosdou 其 中 Tedou = Tod? A dr? 十 人 02gc3 A de! 十 


下 OV 
Tadrl a qa?, 


af1 
ui TaD 一 3 
c) 于 /2 di $7 dag 


La A 


称 三 维 向 量 Te2 为 压力 张 量 (动量 流 的 密度 张 量 ). 
37.4.。 考虑 泛 函 S[T] = /ev 其 中 R = grFi, Ri = 


TT 一 TP Thm, 而 度量 gsr 被 假定 为 常 值 . 证 明 , 对 这 个 泛 函 的 极 值 已 = (7 交 ), 克 
里 斯 托 费 尔 公式 成 立 , 此 公式 通过 度量 张 量 的 分 量 表达 册 /个 ， 

37.5. 引力 场 的 能 量 - 动量 张 量 是 什么 ( 按 2 一 4 小 节 中 给 出 的 定义 )? 

37.6、 设 下 = pdwi A dzek,i,k 一 0,1,2,3 是 在 具 度量 {9;;) 的 四 维 时 空空 间 
中 的 电磁 场 张 量 ， 证 明 麦 克 斯 韦 方程 这 时 有 形式 dP = 0,6F = 至 7 其 中 ? 为 电 
流 ,5 二 * idx， 

37.7， 在 偶 维 黎 曼 (或 伪 歼 曼 ) 空间 中 考 虞 函数 


sig= 0, 
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其 中 形式 1 为 习题 30.10 中 的 定义 . 证 明 
55 


$38. 拉 格 朗 日 的 例子 
1， 考虑 在 Rf 中 的 复 标量 场 ptoj, 其 中 RI 所 具有 的 闵可夫 斯 基 度量 为 ws - 
1 0 
,我 们 还 给 出 了 一 个 作用 , 其 形 如 
0 -1 
S 二 当 数 . / 区 ( 绽 , 实 de\_ mgtajete) dz = aas, (1) 
其 中 的 符号 “" 表示 复 共 辆 六 为 普 朗 克 常数 (RH 入 内)e 为 站 这 里 的 m20 
被 称 作 质 点 的 质量 , 质点 由 场 p 描述 , 4 一 4 (en 入 到 为 拉 格 明日 ;2 和 被 


形式 地 假定 为 独立 变量 . 欧 拉 - 拉 格 半日 方程 和 一 0,5 二 = 一 0 具有“ 克 莱 因 -成 登 
方程 ”的 形式 : 


(让 口 +rnze2yo =0， 口 = Bs -ee 二 (2) 


{Sp 和 55 假定 为 独立 的 ). 
能 量 . 动量 张 量 的 形式 为 (人 参看 §37) 


OF bp bv 0F 
Te 一 Tb 2pac bd uh ob . 
| R99 人 BeB Br Bret) 9 4 (3) 


能 量 密度 
Too 二 让 3 9B Op 宇 一 4 
一 让 Be Be +m sp. (4) 
作用 (1) 对 于 变换 群 
?一 ep， 一 eg (a = 常数) (5) 


不 变 . 这 个 群 咎 成 了 它 的 保有 电流 : 


DB 全 及 
i ) (6) 
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习题 38.1.， 由 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 推导 出 等 式 
OTe 
Or 
称 / Jodaz = Q 为 场 wp 的 “电荷 *. 
t= 常数 
按 p 一 p+ 24 其 中 p= 访 芝 ,产生 了 电 钱 场 ; 


. 站 已 
2 {7) 


其 中 4afz) 为 电磁 场 的 位 势 向 量 ,e 为 电量 ,c 和 天 为 万 有 常数 ， 总 拉 格 朗 日 为 ( 设 
无 = 1] 


Op 


[ira 3 1 
A{P; 4) = 《2 + Ap, Be 4 ) ~ mcigyp 一 FF (8) 


167re 


习题 38.3， 验证 这 个 作用 在 “ 度 规 变换 "人 (= c= 11) 


9 一 cop， 瑟 一 ee5， A 4 cat)，3 一 人 (9) 
下 的 不 变性 . 
实 标量 场 像 所 说 的 那样 , 是 “中 性 的 "(5 = y); 这 里 的 


而 向 量 (6) 化 为 零 ,J* = 0. 不 可 能 出 现 电 磁场 , 这 是 因为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 解 
不 会 是 实 的 . 
自由 方程 (2) 或 (10) 的 形 如 常数 .eitwx) 的 解 具 有 性 质 


(他 一 


(11) 
可 以 认为 , 这 样 的 解 代表 耳 质 量 为 mx 和 自由 质点 , 其 动量 为 p = 该 , 即 与 向 量 
Ek 成 比例 . 故而 动量 在 具 质 量 的 曲面 {p,p} = me 上 |. 
2. 在 Rf 中 质量 m 的 复 向 量 场 yp = (wpa) 的 拉 格 朗 日 的 形式 ( 设 态 = ec = 1 为 


oa Ope 
人 一 9 $3 + mg tpaps, 


一 (po :1 P2; PH3), s= /han (12) 
同时 加 上 对 场 的 附加 条 件 (参看 下 面 的 习题 38.4): 
ep [ 


Br Be ™0 (13) 
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能 量 - 动量 张 最 的 拱 式 为 


herr Ce bd kt OPr Op | OF Ce | 14 
7 9 ( 芝 癌 | Bri dz) 9 (14) 


群 一 ei?p,B 一 e-%5 生成 了 所 保有 的 电流 


ob ad Ope x 
J = ig"g ( 放 Bd pew) (1$) 


习题 


38.3. 验证 , 出 于 欧 拉 - 近 格 朗 日 方 各 


0 2 0 ( + mip =0, (16) 
6 ip 


风电 流 守 恒 ; P= 


38.4. 验证 , 在 对 向 量 场 不 加 附加 条 件 (13) 时 ,能 量 /7drz  -- 般 说 来 不 是 
一 :个 正 的 量 . 

具有 六 面 波 类 型 的 解 cxkz) 有 (当天 = c 二 1 性质 (4 和 且 二 wm? (请 验证 ). 因此 
为 质量 曲面 上 的 动量 

按 规则 


i i + ede (hc=l) (17) 
重新 产生 了 电磁 声 . 总 拉 和 格 斋 日 (连同 电磁 场 ) 关于 下 面 的 度 规 变换 不 度 : 


Qa{r) 
Ore 


po El， 站 二 e ivte)s, 加 一 + 二 4 十 {18) 


一 个 特殊 情形 是 我 们 以 前 已 经 过 到 过 的 零 质量 m = 0 的 向 量 场 (例如 , 电 斑 场 ). 
这 时 , 如 果 场 yp 为 实 的 , 其 拉 格 朗 日 等 价 于 电磁 场 的 拉 格 郎 日 


4 一 常数 x FosP%， 其 中 os = 2 -2 (19) 
它 关 于 度 规 群 
Pa “+ Pa — 人 加， S 一 3 (20) 
是 不 变 的 ， 


稍 后 (网 双 0) 还 将 考虑 : 旋 能 ” 汤 这 个 重要 的 类 ， 其 中 场 w 的 值 在 旋 量 空间 中 . 
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$39， 广义 相对 论 的 最 简单 概念 


1， 我 们 首先 回忆 爱 因 斯 地 的 狭 广 相对论 【CTO; 有 意思 的 事 是 在 这 个 理论 的 
创造 中 , 除了 众所周知 的 物理 学 家 爱 因 斯 坦 和 洛 伦 兹 外 还 有 当时 最 杰出 的 几何 学 家 
产 加 菜 和 闵 可 支 斯 基 的 参与 ). 根据 CTO, 在 某 个 瞬 间 , 在 曲面 的 一 个 点 上 所 发 生 的 
“事件 * 相关 联 ---- 个 四 维 时 空空 间 及 1 中 的 一 个 点 , 其 度量 为 闵 可 去 斯 基 上 度量 di = 
{dn)2 一 yo p& 为 伪 欧 氏 举 标 , a = 0,1,2,3; 其 中 29 = at,t 为 时 间 ,c 为 在 


r= 
真空 中 的 光速 fc 汪 299 793 kmys}. 类 时 的 , 兴 的 (或 迷 疝 的 ) 和 类 空 的 装 盟 £ 分 别 
由 茎 , 台 > 0 站 和 0 或 舍 人 <0 定 多; 而 遇 线 ?fr) 为 类 时 的 , 光 的 , 或 类 空 的 
按 定 义 旦 说 速度 向量 vw = 在 每 点 分 别 为 (vy, > 0 多 ,中 三 了 DD 或 人 ,0) 之 和 0 质点 
(m > 0) 的 世界 线 是 类 时 的 , 无 质量 的 质点 (mr = 0) 的 世界 线 为 光 的 . 在 阐述 CTO 
时 果 以 利用 两 个 自由 质点 的 拉 格 郎 日 中 的 : -个 


GD 一 / Lar = / (Co, VAT 
vr) fr 


309 一 { rar=8 / Vw, Wadr. 


7Y(7) tT) 


里 7(7) 为 在 国 可 夫 斯 基 空间 Rt 中 质点 的 世界 线 ,6 二 0 为 4 元 速度 , a 和 
8 为 常数 , 它们 的 值 a = sme ,8 一 _mec( 参 看 832). 通常 在 物理 文献 中 对 于 作用 
SD) = / L247 俩 用 /他 = 8 本 ,与 世界 钱 7) 的 四 维 长 度 成 比例 . 这 个 泛 函 


不 依赖 于 参数 +. 故 可 选取 r = Ot (世界 时 )， 最 后 我 们 得 到 在 三 维 体系 中 的 拉 
格 朗 H, 它 适 于 与 经 典 力学 进行 对 下 


LE = HV = Sel — ul 0) 


dr A 


9 m 
其 中 一 或 we ee ao 


二],2,3 


Qe 为 Re 中 的 所 请 二 维 速度 向 量 ww = ( 字 ) 的 分 量 ) 如 果 luw| 过 et 非 相对 论 的 
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2 4 
天 全 一 站 Di = fe - 节 - = fe (1- 了 十 心 (所 )) ， (2) 


今日 = -mc 那么 当 jw|/e 一 0 时 我 们 得 到 在 经 典 力 学 中 自由 质点 的 拉 格 庚 晶 ,准确 
到 Otws/e4) 项 
对 于 自由 质点 的 能 量 和 动量 有 形式 


9 时 (2) me? DL ma 
五 一 we 一 上 cp 一 于 ;Pu Bee -二 (3) 
加 J- 亏 


令 Bfc = po, 我 们 得 到 4 元 向 量 p = (p01), 其 中 pr = gp,goe 为 闵可夫 斯 基 虚 量 ， 
直接 验证 质量 为 m 的 自由 质点 的 4 元 动量 所 满足 的 方程 


3 
Pptgos 一 (pp) = (po)? — Spa)? = m2e?. (4) 


下 一 二 


方程 (4) 给 出 在 具 度量 gs 的 动量 fpsy 的 线性 ( 余 切 ] 空间 中 的 具 质 量 的 曲面 . 这 就 
是 罗 巴 切 去 斯 基 空 间 (参看 810) 其 上 的 体积 元 为 do 一 军 . 


在 过 用 拉 格 朗 日 也 二 Qtvw, 时 ,我 们 从 831 的 结果 得 到 : 形式 的 基 One8 
工科 二 车 二 qtw,v) 沿 极 值 曲线 守恒 {因为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ). 因此 wo 二 常 
数 ; 从 而 在 曲线 Xr) 上 参数 应 该 是 自然 的 由 = 常数 xdr. 设 dr = 下 (固有 时 


间 )、 我 们 定义 能 量 - 动量 的 4 元 张 量 p。 == 2 其 中 on = 从 ,7 为 自然 参数 ， 


全 选取 a= m/f2, 我 们 得 到 对 拉 格 彰 日 名 (于 面 的 ) 得 到 的 同一 个 4 元 动量 


(po, pe) = 2 的 值 . 特别 ， 让 此 得 到 (p") 确实 是 在 IR4 中 变换 下 的 4 元 向 量 . 量 人 wo, 内 
沿 轴线 为 常 值 ; 当 dr = 全, 我 们 有 人 om = 局. 对 参数 r = 二 =, 道 常 称 景 4 为 不 变 4 


元 速度 fo"), 以 和 3 元 速度 w 二 {wl 05) 加 以 区 别 ， 对 应 关系 为 


一 (oj2- > or (5) 


We 
如 果 在 空间 Rf 有 上 有 具 位 势 向 居 As(x) 的 电磁 场 ， 则 在 外 部 声 中 质点 的 拉 格 庆 

日 为 ,Te i 
二 ~， (6) 


它 


工人 一 
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站 
LD =L 十 2 4 teAho, t= (7) 


oe 
因此 , 外 部 场 4ufz)] 的 出 现 砚 等 价 于 4 死 动 量 的 位 移 (参看 833) 
pa 一 Pa 十 -4a(z， (8) 
在 哈密 顿 体系 中 和 月 由 质点 的 哈密 顿 有 形式 FH = E(p) = cyP? 二 mac = cpo, 其 


3 
中 字 二》 (po)?. 在 存在 场 4, = (4o,4。) 时 , 我们 有 


如 一 人 
Elp) =» He,p) = 0, {Dp + = Ao)? + m2e? + eAotz) (9) 


(参看 833). 场 强 张 量 为 一 5 和 一 5 人, 其 中 页 = Bs (电场),Fog = Hog ( 栈 
场 ). 这 个 场 的 作用 为 四 


1 "1 
3[4] 一 -67 f Per bt, (10) 
这 时 它们 应 该 满足 方 称 
1 1 OFap DFoec i es th 有 c . .4 
1) dear A dr?) = 机 Be Ds | ) 4 A det A dx" 二 0. {第 一 对 麦克 
斯 专 方 称 )， 


= 0 (第 一 对 志 克 斯 韦 方 程 ). 


如 果 有 -组 质点 ， 名 只 电荷 el ,en, 质 基 为 mi ,mw, 它们 在 肥 f 中 的 世 
界线 为 位 …… ,Yw, 场 为 4afz) 于 是 质点 系 和 场 的 总 作用 为 (两 种 形式 ) 


N . 
(DD) e; 1 , 
ey ) = Yo jar Jar 一 of FF hd, (11) 
2 yt 


i=I 
2 和 7202 N pe 
(2) 一 -me fyi - 井 必 + [Aaat+ eiAo(z)dt| 一 
t=1 和 j=1 
汉 Yt 
1 FF ab 
16xc Lr 宁 1 【12) 


其 中 ~%(7) = {x9(7)) 为 第 i 个 质点 坐标 , us 一 (of) 和 vw; 二 (v9) 为 第 i 个 质点 的 速 


度 , 由 在 外 部 场 (11) 中 质点 的 拉 格 项 日 的 形式 LD = otw,w) 十 4。 w9, 得 到 在 外 部 
场 中 沿 极 值 线 的 套数 与 自然 参数 (或 国有 时 间 ) 


1 
,LD _ _- LE 
Ov du 


— LU) = tv, 0), (wv) =0. 
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2， 已 经 讨论 过 的 情形 中 , 不 可 能 在 CTO 中 包含 有 引力 .更 准确 地 说 : 可 以 纯 
形式 地 引进 引力 的 “位 势 向 量 45, 其 中 电荷 ei 被 质量 mo 替代 ( 策 点 的 质量 是 亡 的 
电荷 下 中); 位 热身 量 42fz) 是 这 样 取 的 , 在 我 们 需 定义 了 31 力 场 极 入 的 特 珠 举 标 系 
中 , 它 庶 谋 有 形式 42 = (yp,0,0,00), 其 中 yp 为 通常 的 引力 位 势 , 它 同 时 满足 达 朗 见 
尔 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 ， 这 时 质点 在 外 部 场 4G 中 的 运动 可 由 (11) 的 拉 格 朗 日 得 
到 , 其 中 4 挤 作 45,e 搞 作 mmx. 但 是 ( 庞 加 华 已 经 指出 过 ) 对 于 水 星 的 近日 点 的 扰动 
是 由 对 午 顿 定律 的 涉 确 切 之 处 的 修 定 得 到 的 , 它们 在 数值 上 与 观测 所 得 到 的 不 相合 
{虽说 这 些 观 测量 的 阶 是 正确 的 }， 因此 应 该 寻求 另 -种 方法 以 将 引力 场 与 相对 论 联 
系 起 来 . 爱 内 斯 坦 的 广 世 相对论 (OTO) 的 基本 假定 是 这 样 的 : 引力 场 只 不 过 是 度量 
gab; 其 符号 其 在 四 维 时 空空 间 M4(z0,z1) ,23) 中 为 (十 一 一 一 ): 这 时 , 一 般 说 来 , 度 
攻 gas 有 非 稚 曲率 (曲率 的 太 小 对 引力 场 非 平凡 性 的 程度 作 了 特征 描述 }， 在 外 引 泳 
场 中 的 一 个 试验 质点 只 不 过 是 在 “ 挫 庆 量 gu 的 空间 中 的 自由 质点 ”, 它 洛 类 时 测 地 
线 ?30r) = (2*(7)) 运动 , 而 此 测 地 线 则 是 由 下 面 的 拉 格 朗 日 {这 里 的 mm 关中 决定 


区 = tv, 0) = me 人 or (13) 
(如 困 m = 0, 则 质点 将 按 光 的 测 地 线 运动 , 度量 为 gup.) 洪 有 曲线 y(7) 的 图 有 时 间 为 


i 
7 d aT,|t| 二 常数 . 
[ 员 下 


具 位 势 向 量 4。(z) 的 电磁 场 的 存在 就 如 上 面 那样 , 只 是 闵可夫 斯 基 度量 被 换 成 
了 度量 gab 


5 = f rar= er / Aa(T) dz’, (14) 
Yin) Ti) in) 
这 个 声 的 作用 有 形式 
四 1 mab /pd _ OAs 4a E 
S1 = 16 f Fer Vods, Fe Sa- 2 5) 


其 中 do = vgdtzr 为 体积 元 ,g 二 det (ga6), FP 二 greg Fy 为 在 度量 gu 下 提升 张 


量 Fs 指标 的 结果 . 在 度量 goy 下 的 麦克 斯 书 方程 (不 存在 电荷 ) Sf 一 0 为 


GEasaze At = 0 {第 一 对 方程 )， 


VpP = 0 (第 二 对 方程 [161 


暂时 不 讨论 这 个 引力 场 gu 的 方程 , 我 们 来 溢出 爱 因 斯 坦 假设 的 一 个 简单 的 推 
论 . 我 们 考虑 个 充分 纶 的 引力 场 , 即 度量 ws (我 们 暂时 不 对 词 “ 弦 * 作 精 确定 义 )， 
以 及 在 此 场 中 一 个 “ 慢 的 ”, 带 质量 的 质点 , 它 沿 着 测 地 线 zx(7) 运动 ， 


E+ TRE = 0, ab,c=0,1,2,9, {17) 
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其 中 Th% 为 克 氏 符号 (由 度量 gas 产生 的 联络 的 系数 , 见 829)， 时 间 在 这 里 取 为 沿 
测 地 线 的 固有 时 间 即 自然 参数 > = Wc 设 上 = zc 如 同 在 CTO 中 那样 . 我 们 假定 
“ 弦 ” 度量 被 表示 为 1/c 的 形式 级 数 , 这 时 设 1/e 为 小 的 参数 


_ 3 (3 1 
gon = go te Ig + eg + = 9 +O “9 19 


(假定 了 9 外 = 0, 而 go 为 闵可夫 斯 基 庶 量 ) 


( 按 “ 慢 " 的 定义 , 最 二- 为 of ) 阶 ). 对 于 固有 时 间 > 这 关 说 是 自然 各 数 有 


di 1 dr® dxt TO 
I (t= 也 | (19) 
1 
QT 一 1+0O 及 太一 1 十 中 二 at. {20) 


对 克 里 斯 托 费 尔 符号 我 们 有 ( 册 $29) 


1 _ war Ogcd Qype 
jt) 


5 


Th 一 (21} 


O° Ort Ore 
因为 mm = ct,t 为 有 限 ,于 是 由 (18) 在 f% 的 表达 式 中 的 微分 906t 的 量 级 为 0 ( 训 3 
(闵可夫 斯 基 度量 gf 为 常 值 ) 

微分 2ge 的 阶 为 O (去) ,a = 1,2,3, 这 是 因为 se 被 认为 是 有 限 的 ， 在 方程 


{17) 中 , 因 (20) 可 以 以 同样 的 精度 以 di 替换 dr; 在 这 些 方程 (a = 1,2,3) 中 有 并 里 
斯 托 费 尔 符号 的 项 的 最 高 阶 为 [92040 = Te? +O (2) , 这 是 因为 当 w 二 1,2,3 时 
量 2 具有 阶 O01), 因 (18), 对 于 7 让 有 


或 者 
a 1 Dgoo 1 
品 =39 时 +o( 言 ). {22) 


那么 方程 (17) 便 有 了 形式 


2 1 Dgov 加 1 
Rr = ae +0 (5). (23) 
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对 在 弱 场 中 的 爆 质 点 , 方程 (23) 应 该 与 在 只 势能 efz) 的 经 典 引 力 场 中 质点 运动 相 
符合 , 其 精度 为 O { “ 】 重 级 于 是 goo 的 系数 应 该 是 


SP 王 ] 
gm 一 1+ 29 开 +0( 襄 )， (24) 


其 中 ww 为 牛顿 引力 位 势 . 这 时 , 方程 (23) 得 到 了 牛顿 方程 的 样子 


i 1 
二 . 25 
5 +0(2) (25) 


因此 成 立 
命题 39.1， 如 果 爱 因 斯 坦 假 设 成 立 , 则 度量 go 应 以 下 面 的 关系 与 引力 位 置 相 


关 [在 给 场 中 } 
g00 一 工 十 22 多) +O (二 ) ， 


0 
特别 , 固有 叶 间 必 = 二 与 世界 时 间 di 不 同 ; 对 于 固定 不 动 的 质点 , 如 其 己 界 
线 为 ze = 常数 fa = 1,2,3), 则 我 们 得 到 


D 


2 
cdr 一 on (等) at 一 cv goodt, dr ot 《 十 2 ) 。 {26) 


因为 总 有 pg0, 我 们 可 推出 : 存 弱 引力 场 中 , 两 个 事件 之 间 的 同 有 时 间 (对 轿 定 
不 动 质点 ) 小 于 它们 之 间 的 世界 时 间 


如 果 w<0 则 TT < 


(我 们 有 两 个 事件 (x? = mr = 四 和 (x? = zza 二 人 0) 洛 志 界 线 x* = 0,0 == 1,2,3 
之 间 的 时 间 区 间 ) 

3. 现在 考虑 引力 场 (go), 即 在 四 维 空 间 中 区 域 上 的 度量 有 符号 差 (+ 一 一 一 ), 其 
中 没有 其 他 的 场 , 也 没有 质点 . 让 我 们 给 出 假定 : 引力 场 应 是 所 谓 “万 有 不 变 的 ", 即 
这 个 引力 场 的 理论 应 在 所 有 坐标 系 中 有 唯一 的 形式 , 并 且 它 通过 度量 ws 的 曲率 张 
贡 局,s 表 出 , 我 们 将 不 对 此 问题 进行 详细 讨论 , 而 叙述 通过 里 奇 曲率 Rp。 = 8 给 
出 的 在 真空 中 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 


1 
Ras 一 3 Rab 二 0 (27) 


(或 者 因为 了 R = 了 有 ,有 Es = 0). 爱 央 斯 坦 算 子 Rss - 了 Fogos 对 任意 度量 gos 具 
有 下 而 的 重要 性 质 


1 
ValR? — 3 R68) =0 (28) 
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( 比 安 基 恒等式 的 推论 , 参看 习题 30.8); 关于 度量 gws 的 方程 (27) 具有 下 列 性 质 : 
1) 这 个 方程 的 阶 数 为 2. 
2) 对 于 现场 , goo = 1+ 2 +0 ( 襄 )， 此 方程 化 为 对 势能 2 的 泊 松 方程 


-> -1 (09) 
(将 在 下 面 阐述 ). 
3) 这 个 方程 可 以 答 写 成 欧 搓 … 拉 格 关口 方程 . 其 作用 及 拉 格 朗 日 有 形式 (由 和 希 
尔 伯 特 证 明 } 
= f Rv=ga's, y=det(gas), R= Re. (30) 


变 差 66 和 变 分 导数 5 已 在 637 中 计算 , 从 而 有 池 式 


1 
69 = / (me 一 3 Ro ) bg ody, 


-误区 Rio (31) 
习题 39.1、 证 明 形 如 Rs 一 Rgos 的 算 子 是 变 分 导数 当 且 仅 当 Y= 一 >; 在 拉 格 
朗 日 情形 中 应 满足 等 式 (28)， 
注 形 如 下 面 的 方程 


I 
Rap 一 3 Rgat = Agap (32) 


满足 1) 一 3) 的 性 质 . 迄今 没有 根据 认为 和 季风 称 X 为 "宇宙 常数 "; 姑且 认为 入 = 0; 
因 依 宇宙 学 估 值 有 和 < 10- S60 ™2). 
定常 的 球面 式 的 对 称 解 


2= ,2 Sy (33) 


是 最 简单 的 泊 松 方程 Ap = 0( 在 所 建立 的 质量 场 之 外 }) 的 非 平凡 解 , 在 那里 常数 等 
于 物体 质量 的 总 和 , 而 这 些 物体 构成 了 场 yp( 物 体 为 球面 对 称 ). 
M 
一 一 (34) 
其 中 G = 6.67.10-Scm3y(gs) 为 牛顿 引力 常数 . 我 们 求 在 OTO 中 类 比 的 牛顿 位 势 
-G 革 .我 们 考虑 球面 对 称 的 度量 gs, 它 不 依 炽 于 时 间 + 二 世 . 寻找 形 如 
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ai2 = gooc dt? + gudr* 一 rd (35) 


的 度量 , 其 中 goo == er > 0,g1 二 一 2 之 0,d022 一 dd02 sin2gdo2 为 单位 球面 在 球 举 
标 如 yg 下 的 长 度 元 . 这 时 , 由 定常 性 和 球面 对 称 性 得 到 goo = goo(7),g11 = paifr) 对 
于 系数 ra., 按照 克 里 斯 托 费 尔 公 趟 (参看 829)(x? = ct,x! 二 +,2? = 09,zx3 一 的 ,我 们 


Ha 
7 一 一 
有 (a 一 Fr 
rh =2, T= rsin deos 6 Th = rsin ge 
五 二 可， 如 二 可， 加 一 一 Si dcos 0, Tsa 三 一 6 fe ”, 
mL 一 一 入 1 LV 2 3 1 3 
22 Te Joo = 3e : fz = Tis = Ts = cot 用 
建立 爱 因 斯 坦 方程 Rs 一 0, 其 中 
Gb orne, ， 
Tab 一 je Ds | To 和 To, 
那么 我 们 得 到 


和 一 0， eo (和 + 证 ) 一 二 一 山 ET ( 生 - 言 )+ 去 =0 
我 们 有 积分 A 十 vv = f(t8). 经 营 措 # 二 (1) 可 使 前 数 了 为 零 . 解 的 形式 为 


#00 三 1 一 5, 911 一 
rr 工 一 (er 


其 中 a 为 其 个 常数 ， 
下 面 里 施 瓦 氏 度量 


dl2 一 {1 一 =】 cde jo raf, {30) 


1 
1— {afr 
当 7 一 so 时 度 贡 的 扰动 变 允 , 从 而 我 们 有 


gab ~ gL + 9 ro ( 言 ) ， (37) 
其 中 ， 
0 = 一 一 {38) 
于 是 ,比较 (24),(34), 我们 得 到 a = “0, 其 中 MM 为 构成 场 的 物体 的 质量 ,G 和 
2 


e 为 常数 ， 称 对 物体 质量 M 的 量 a = < 为 引力 的 施 拟 氏 半 径 (对 地 球 的 质量 
4 = 444 em, 对 太阳 的 质量 a = 3 km). 如 果 物 体 如 此 稠密 , 使 其 维 数 的 级 为 (或 小 
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本 )a, 于 是 由 公式 (36) 显然 当 了 一 a 时 有 某 些 奇异 性 发 生 . 关于 这 些 奇异 性 在 第 二 
卷 加 1 中 有 更 详细 的 阐述 . 目前 可 以 相信 的 只 是 该 公式 (36) 在 区 域 + > a 是 正确 的 , 


我 们 早先 得 指出 ,系数 goo 由 位 势 ”定义 (准确 到 0 (三) 对 于 把 慢 的 美 时 


测 地 线 和 在 声 中 质点 的 经 则 的 牛顿 方程 进行 比较 , 这 已 经 足够 了 { 见 前 面 } 在 完全 
知道 了 场 的 度量 时 , 我 们 也 可 以 研 容 在 大 的 > 时 快速 质点 的 运动 进行 修正 , 特别 是 
无 质量 的 质点 . 在 度量 (36) 中 光 的 测 地 线 方程 有 形式 

az de drt 


dr 和 fe 面 一 小 t= 0,1,2,3, (39) 


其 中 ow =0. 不 解 出 方程 , 我 们 在 这 里 将 光 的 测 地 线 公式 化 为 球 对 称 的 施 豆 


氏 上 度量 ( 测 地 线 位 于 尝 标 x, yp 的 平 商 中 ). 光 测 地 线 的 方程 为 
P= 常数 . (40) 


当 as 一 0 时 , 作为 极限 , 我 们 得 到 直线 >cos w = p. 对 于 小 的 a 可 以 由 fm 的 公式 
得 到 光线 离 直线 的 修正 值 . 

4, 按照 OTO 的 观点 , 假设 了 在 所 有 场 和 质点 (除了 引力 声 以 外 的 所 有 场 D 与 
度量 wz( 引 力量 ) 之 间 存 在 着 相互 作用 , 它 是 通过 所 谓 的 能 量 … 动量 张 量 Ts 以 下 
面 的 方式 产 竺 的: 爱 因 斯 坦 的 总 方程 为 


1 
Rob 一 了 Rgat 一 常数 -Top (41) 


或 者 

Rs > Rot = 常数 - 75. {42) 
这 里 的 常数 被 假定 为 万 有 的 (普遍 适用 的 ). 对 于 其 更 精确 的 值 , 应 考虑 形 如 (36) 的 
弱 度 量 , 和 尘 云 的 能 盟 - 动量 张 量 , 其 中 的 压力 等 于 零 , 物质 的 速度 等 于 零 . 这 时 这 
个 张 量 的 形状 为 


pc 00 0 
Thap = 0 站 {43) 
”0 
0 


其 中 p 为 质量 的 密度 . 我 们 知道 goo = 1 二 党 + ( 言 ) ; 其 中 o 为 引力 位 势 , 它 满 


是 泊 松 方程 
Ap = IrGp (44) 
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我 们 注意 到 , 对 张 量 (43) 有 48 = pocz,T8 = pe. 在 模 去 0 (二 ) 后 的 非 平凡 量 T&,， 
对 于 计算 R9 是 必须 知道 的 , 它们 为 


局 一 工 

爱 因 斯 地 方程 有 1 

五 8 一 ;R50 二 和 常数 .了 T9， 
内 而 

i pe: 
鸭 一 常数 . (78 一 370) = 常数, 全 (45) 

对 于 能 量 - 动量 张 量 (43) 我 们 有 殉 = 全 = 常 雪 .2 要 求爱 因 斯 坦 方 释 (45) 当 
能 量 - 动量 张 量具 形式 (43) 时 转换 为 油 松 方程 (44), 则 可 以 得 出 结论 : 

Rs 一 了 Ron 一 ET, (46) 

BA 


这 时 我 们 已 假定 知道 了 万 有 常数 { 即 a )} 由 关系 {46) 得 到 了 等 式 


VpoT? 一 0 . (47) 
它 代 替 了 了 OTO 中 的 守恒 定律 . 
我 们 将 给 出 一 些 能 量 - 动量 张 量 : 我 们 曾 明 到 过 , 而 且 是 极其 重要 的 . 
1) 电磁 场 的 能 草 - 动量 张 醒 (参看 前 面 ) 


1 
Tab = 
4me 


2) 连续 介质 的 能 量 - 动量 张 量 (流体 动力 学 的 能 量 - 动量 张 量 ) 


CT 1 TT ja 
{— Fee pb + 有 9 br Fd). (48) 


To = {p+ Eady — Pqos; (49) 


其 中 和 e 分 别 为 介质 在 所 在 的 “相伴 "坐标 系 中 (在 给 定点 上 ) 的 压力 和 能 量 密 
度 (或 说 wo = lun = 0a = 1,2,3). 这 里 的 w = = 为 介质 的 4 元 速度 向 量 , 满足 


(一 ova9 呈 二 1. 在 所 说 的 相伴 参照 系 中 ,Ts 的 形式 为 


。 0 


Ty = . (50) 


U p 
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为 了 完全 确定 爱 因 斯 址 方程 , 我 们 必须 要 知道 介质 的 状态 方程 , 由 p 和 = 之 则 的 关 
联 , 对 于 尘 云 物质 有 p = 0,s = pe2. 对 于 所 谓 的“ 超 相对 论 ” 状 态 方程 有 P = s/3 或 


=0. 
习题 39.2。 证 明 电 磁场 的 能 量 - 动量 张 量 的 形式 为 
1 1 站 
2 VS 6bg 
其 中 


号 一 一 二 f Fos teag ”rg Vgdz, 了 一 det(gab). 
NC 
注 1. 在 前述 OTO 时 通常 按 下 面 方式 定义 物质 的 对 称 的 能 景 - 动量 张 量 ; 


pA 1 
一 SV—9iab; (51) 
ga 2 


其 中 对 物质 场 的 作用 被 假定 为 由 既 依 右 于 物质 场 也 依赖 于 引力 场 度 量 的 泛 函 形式 的 
显 式 表达 . 

例如 , 对 于 标量 和 向 量 场 的 拉 格 朗 日 (网 838), 度量 显 式 地 含 在 拉 格 朗 日 中 稀 度 
的 内 积 形式 里 . 对 于 旋 量 场 (参看 440) 事情 远 为 复杂 . 在 OTO 中 引进 旋 量 将 在 §41 
中 讨论 . 在 这 一 章 中 所 指出 的 连续 介质 的 能 量 - 动量 张 量 显 式 地 包含 了 度量 , 引力 
场 和 物质 的 总 的 作用 具有 的 形式 为 


3= / (RV-gdr + Sm). (52) 
例如 , 如 果 引 力 场 Fs 是 “物质 的 *, 则 
3- / (8 二 常数. Fs PV gd (53) 
完全 的 方程 组 (天 克 斯 志和 爱 因 斯 坦 的 ) 的 形式 为 
二 =0, i =0. (54) 


2. 曾经 多 次 讨论 过 这 个 引力 场 的 能 量 密度 有 什么 准确 意义 的 问题 (以 及 将 所 有 
的 能 量 - 动 若 张 基 当 作 万 有 共 变 的 量 的 问题 ), 由 上 面 说 过 的 , 在 取 (51) 为 在 一 般 物 
理 上 唯一 正确 的 定义 时 , 我 们 看 到 在 这 个 关系 中 , 引力 场 有 别 于 所 有 其 他 类 型 的 物 
质 场 , 在 这 些 物质 场 中 能 量 - 动量 张 量 是 由 相对 于 所 给 出 的 度量 而 定义 的 (当然 是 
认定 了 爱 因 斯 坦 基 本 假定 的 正确 性 ， 即 认为 引力 场 就 是 度量 ; 这 个 结论 现在 已 为 一 
系 的 实验 成 功 验 证 ). 所 有 这 些 讨论 的 结果 大 体 是 说 , 除了 爱 因 斯 坦 方程 的 第 一 部 分 
外 , 不 存在 任何 万 有 的 共 变 能 量 … 动量 张 量 . 有 一 个 使 “整体 引力 能 量 "( 非 釉 密 的 
有 意义 的 重要 情形 : 在 闵可夫 斯 基 度量 的 背景 下 考虑 “局 部 的 " 纯 引 力 团 . 由 与 经 典 
的 非 相对 论 的 重力 相 比 较 得 到 结论 说 , 度量 的 分 量 (准确 地 说 , 它们 与 闵可夫 斯 基 度 
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量 的 离 益 ) 应 该 充分 正则 地 以 阶 为 r-! 的 速度 (不 会 更 快 0 当 r 一 ee 时 按 空 间 的 
方向 减 小 . 这 时 总 的 “质量 场 ”通过 其 对 空间 的 无 限 性 的 逼近 来 定义 ; 逼近 的 规则 是 
通过 对 照 在 经 典 的 引力 中 的 势能 逼近 得 出 相应 的 物体 质量 的 定义 . 作为 对 三 维度 量 
和 它 的 时 间 导 数 的 泛 函 , 这 个 量 原 来 是 个 哈密 顿 系统 , 因而 可 以 被 看 成 为 局 部 引力 
团 的 物理 能 量 . 这 个 量 为 正 的 性 质 直 到 最 近 才 严格 地 从 物理 和 几何 上 得 到 证 明 . 这 
个 号 | 为 能 其 ”对 于 生意 (内 部 的 ) 坐标 变换 不 变 , 但 是 对 这 个 定义 的 合理 性 和 唯一 - 
性 应 该 以 足够 快 的 速度 消退 在 空间 的 无 穷 远 处 . 值得 留意 的 是 , 虽然 局 部 只 | 力 团 ” 
已 经 按 网 可 去 斯 基 度 量 决 定 , 但 在 这 种 情形 中 , 按 定义 把 它 看 作 是 在 闵可夫 斯 基 度 
量 的 背景 下 的 -个 新 的 对 象 还 是 恰当 的 , 而 且 它 的 能 量 也 按照 同一 个 一 般 物理 的 规 
则 被 确定 . 现 在 还 不 知道 有 一 个 这 样 扁 部 的 解 存在 {无 度量 的 奇异 性 , 没有 其 他 类 型 
的 物质 ), 基 至 它们 的 存在 性 显然 也 不 能 有 效 地 从 现 有 的 文献 中 的 数学 定理 中 提取 出 
来 ; 这 样 的 “局 部 非 线 件 引力 波 ” 暂时 还 看 不 出 来 , 而 且 也 难于 迅速 发 现 ; 但 是 , 这 个 
问题 自封 有 很 大 的 形式 上 的 兴趣 , 并 且 在 坤 代 文 献 中 有 着 激烈 的 讨论 . 还 有 一 种 表 
示 在 任意 背景 附近 的 小 振动 理论 的 情形 ,这 可 以 看 成 是 一 种 场 论 , 它 的 能 量 是 按照 
背景 的 度量 定义 的 (但 是 在 构造 这 种 理论 时 必须 小 心 , 并 且 罗 引进 关于 消除 坐标 任 
意 性 的 相 容 规则 ). 
这 些 问题 在 已 知 书本 的 范围 内 还 没有 被 详细 地 被 考虑 过 . 
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1. 矩阵 代数 的 自 同 构 

我 们 考虑 在 维 空间 Cn” 中 的 整个 的 皂 阵 代数 Mn CY, 所 考虑 的 群 的 旋 量 表 
未 的 构造 所 根据 的 是 矩阵 代数 的 下 面 性 质 . 我 们 记得 , 代数 的 自 同 构 产 ; M(n,€) 
Mtn,C) 是 指 它 到 自身 的 同 构 ; 称 形 如 h(z) = gzg-1! 的 自 阅 构 为 代数 M(n,C) 的 内 
自 同 构 , 其 中 9g 为 群 GL(n,C) 中 的 抢 阵 . 

引 理 40.1. 结合 代数 Mn,C) 的 任 屿 有 自 同 构 都 是 内 自 同 构 . 

证 明 我 们 记得 代数 Mn, 品 ) 的 元 PP 被 称 为 射影 ( 算 ) 子 ( 雷 等 元 ) 是 说 P2 = 
称 射影 算 了 已 和 @ 为 正 交 是 说 PQ = QP = 0; 显然 , 正 交 的 射影 算 子 的 像 相 辫 为 
零 . 如 果 PIC”) 为 一 维 空 间 , 则 称 射 影 算 子 为 一 锥 算 子 . 特别, 由 公式 


1, 如果 天 一 了 一 了 


一 a 如 果 大 天 ;或 ! 尖 ; () 


定义 的 矩阵 是 两 两 正 交 的 一 维 射影 算 子 . 我 们 有 


P=B, BP=0Nizj Rt+..'+P,=1. (2) 
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规 在 考虑 自 辐 构 :Mn 人 OO) 一 Mn) 并 令 h(B) = Fi. 显然 , 因为 (1) = 1， 
关系 式 (2) 在 作用 h 下 化 为 关系 式 
(PY2=P, PP=0Si#Aj 再 十 十 到 二 1 (3) 
因此 ,Pi 为 射影 算 子 ; 这 些 算 子 是 非 平 几 的 , 而 且 丙 两 正 变 , 从 而 天 (Cn) 十 … 十 
PP(C7) = CC" 故而 所 有 这 些 射 影 算 子 是 一 维 的 , 令 已 (Cn) = Ct. 
以 姑 代表 代数 Mtn,C) 中 的 元 :Tsisn Tsjsn, 其 中 (ty 六 二 1, 当 i 二 j= 
i (让 一 0, 对 其 未 &, 4 值 ; 换 句 话 谤 ,ty{ej) = ei tijler) 一 局 当 了 天 省 其 中 Els En 
为 空间 C* 中 的 标准 基 , 显然 ， 
ti = DP, ttrs =0 I Fr totys = tis (4) 


(最 后 而 的 那个 公式 不 是 对 ; 求 和 ), 令 h(ti;) = 如 ;, 并 将 h 用 于 关系 式 (3) 便 得 到 关 
系 


tr 二 Pl, tijtrs =0 当 ; 闫 让 tijtys 一 ta {5) 


因为 当 帮 天 i 时 及 = 二 0, 像 吉 :(C") 为 一 维 从 而 与 C; 相合 . 进而 , 由 于 
tO) = ty PC") = ty (CY), 
则 5 同 构 于 C 到 Ci 的 映射 . 
我 们 固定 -个 任意 的 非 零 向 量 ef € C1 并 令 gg = 矶 (ei). 向 量 2,… ,el 不 同 
于 零 并 分 别 在 Ci,… ,C4 上; 因此 它们 构成 了 室 间 Cn 中 的 基 . 我 们 以 公式 


| glei) 一 et (6) 
定义 变换 g :en" 一 C", 并 表明 了 对 任意 me M(tn,C) 有 
h(2) = gr9 |. {7) 


我 们 首先 注意 到 
HE) = tt (1) = th {el) = es, 
fj (en) = (1) 一 0, 当头 了 
由 此 亚 锅 有 ttle!) = gti9-+(e), 其 中 > 为 任意 , 凤 


h(tiy) = gtijg 
对 任意 i, 成立 . 但 是 因为 任意 矩阵 > 可 以 表示 为 形 如 &; 的 矩阵 的 线性 组 合 , 于 是 
h(¥) 一 929 1 
引 理 40.1 得 证 . 口 
某 些 特殊 的 矩阵 代数 Mf2,C), M(4,C) 可 用 一 些 特殊 形状 的 生成 元 实 坝 , 它们 
对 我 们 米 说 是 重要 的 , 称 它们 分 别 为 泡 利 矩阵 和 犹 拉 克 和 矩阵 , 
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2, 群 50(3) 的 放量 表示 
在 代数 M(2;,C) 中 我 们 选取 下 列 的 生成 元 组 : 


0 1 0 一 1 1 0 
1， co 人 中 = 中) = 站 ) (8) 


称 和 矩阵 cjf = 1,2,3) 为 泡 利 址 阵 (参看 314); 连同 矩阵 1 它们 给 出 了 代数 Mzf2,C) 
中 的 加 法 基 , 这 是 内 为 M{2,C) 作为 线性 (四维 ) 空间 时 , 它们 在 其 中 线性 无 关 , 它们 
相关 联 的 关系 式 为 

四 gaor 一 orog 一 2iok 其 中 (9 全 为 贷 置 换 ; 

他 vat 十 oo 二 260 

我 们 将 它们 | 写 为 

OD [oo, oi] = dicogk tk 

加 {0g; 01} 二 263， . 

关系 @ 简单 地 表明 矩阵 30; 实现 了 群 SO(3) 的 李 代 数 表示 (或 由 定理 24.3， 
为 群 SU{2) 的 李 代 数 ). 
现 为 无 迹 ( 迹 为 0) 的 3 x 2 矩阵 的 空间 , 其 欧 氏 基 为 mi 


(zx!, 2, 17) oo Fon. 
设 4 e ODO(3) 为 正 记 变换 
| A:R3— R3, ze 一 Agr?. (9) 
邻 
0 = Mo. (10) 
原来 , 关系 式 (2) 在 形 如 {10) 的 正 交 变换 下 保持 不 变 
{os ci} 一 2601, 
(这 可 由 矩阵 4 的 正 变 性 定义 以 显 见 的 方式 推导 出 来 .) 另 一 方面 , 对 关系 式 中 我 
们 有 
[ayepj = Daen， M6] = ALM [oy; 06] 
= Zi NT Meleor), 
其 中 


一 1, 如 果 (7%,6,) 为 非 偶 置换 ， 


1， 如 果 (?, 5 日 为 偶 普 换 ， 
Et 一 = 
和 了 6 

0， 如 果 ?,6t 中 有 重复 的 , 
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最 后 有 
[ea;as] = 2isagyo%， 如果 A € 3O(3)， 

因此 , 关系 式 中 对 形 如 {10) 的 变换 下 保持 不 变 , 其 中 在 恨 ? 中 的 正 交 和 矩阵 4 的 行列 
式 为 +1. 关系 式 四 和 回 完全 由 和 斥 阵 代数 M2,C) 确定 . 事实 上 , 由 于 这 些 关系 式 ， 
所 有 的 乘积 eicy 被 1,clyaa,oa 线性 表 出 . 于 是 得 到 

定理 40.1， 对 3Of3) 中 4 的 变换 (10) 给 出 了 一 个 自 同 构 Pd) : azf2,C) 一 

MM(2,C). 因此 , 由 引 理 如 .1 存在 变换 g = g(4) ; C? 一 C? 使 得 由) = gg 

其 中 ze M1(2,CC) 为 任意 的 矩阵 . 

定义 40.1， 称 关系 4 一 gf 为 群 5O(3) 到 群 CZL(2,C) 中 的 旋 量 表示 . 

这 个 表示 是 多 依 的 : 官 阵 g(1) 确定 到 差 一 个 非 零 因子 A € C. 如 果 我 们 要 求 
3( <E S55(2,C), 则 此 不 确定 性 可 以 消 不 ， 于 是 得 到 了 一 个 双 值 表示 , 它 两 个 值 相互 
差 一 个 -1 因子 . 故而 旋 量 表示 是 由 群 50(3) 到 群 SL(2, C)/ 土 1 的 同 窟 . 

习题 40.1， 证 明 后 面 那个 双 值 表示 的 像 位 于 SU(2) 中 , 这 个 双 值 表示 与 投影 
SU(2) 一 SU(2)/ 土 1 的 复合 可 作为 同 构 实现 


5O(3) — SU(2)/ +1. 
验证 绕 以 向 量 %= (nz,ny,nz), 代 十 十 品 二 1 为 方向 的 轴 的 旋转 对 应 于 变换 
gn, FP) = exp {~iS (nzos + nyoy + nzcz)} . 
3. 洛 伦 兹 群 的 旋 量 表示 
转 而 讨论 代数 对 (4 品 . 在 这 个 代数 中 选取 生成 元 1 y0,34 2,y3， 它 们 满足 
关系 
YY + = 2g% .1, 0 
其 中 g 为 闵可夫 斯 基 度 量 , 为 此 只 要 取 


1 0 0 oT 0 T 已 Pep 

0 呈 所 1 I 3 妆 

了 一 1 了 了 ”一 一 , 一 192 
(© °) (2 本 7 ( 2 了 (2 | (2) 


(这 是 个 4 x 4 矩阵, 可 写成 2 x 2 矩阵 的 2 x 2 块 矩阵 .) | 
引 理 40.2. 所 有 下 面 的 4 x 4 和 矩阵 ly Ya < yyy (a bi 中 和 
7 = 30717233 为 线性 无 关 ; 域 C 上 由 加 705 32, 及 关系 1) 生成 的 代数 同 
构 于 和 矩阵 代数 Mt4,C). 
证 明 由 关系 式 (11) 知 , 元 素 y* 的 任意 乘积 都 是 这 个 引 理 所 指出 的 那些 元 品 
的 线性 组 合 . 另外 , 这 些 生成 元 的 个 数 为 16, 正好 是 M(4,C) 的 维 数 . 因此 , 如 果 验 
证 了 引 理 中 让 满足 (12) 的 短 阵 ?0,72 2,33 的 乘积 组 成 元 的 线性 无 其 性 , 则 此 引 理 
中 的 所 有 论断 都 将 得 以 证 明 . 我 们 假定 读者 已 经 写 出 了 所 有 这 16 个 矩阵 并 占 接 验 
证 了 它们 的 线性 无 关 性 (这 里 并 无 复杂 的 计算 )， 白 
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规 在 转 而 寺 沦 群 (3, 1) 的 旋 最 表示 的 构造 , 为 此 我 们 要 运用 引 理 40.1. 考虑 闵 
可 大 斯 基 空 间 了 sfzo, zl,z2,za) 以 及 矩阵 4 ec O(3,1),4 = (Xp). 定义 矩阵 
Te = (13) 
由 关系 式 (11), 并 由 矩阵 4 保持 闵可夫 斯 共度 量 gos 不 变 的 事实 得 到 y 满足 同一 
个 关系 式 


{3 TY 一 20ob .1. 


出 引 理 如 .2, 这 表明 映射 = Rd 人 : M4,C) 一 M4,C) 为 整个 线性 代数 M(4, 必 ) 
的 自 同 攀 , 其 中 这 个 映射 按 公 式 1 已 1,%* 7? 进行 , 因此 存在 这 样 的 9g = go(A) € 
GL(4,C), 使 得 Rr) = gzg”h x 为 M4,C) 中 所 有 的 元 素 . 称 对 应 4 + g(4) 为 群 
Ot3,1) 在 群 GL(4, CC) 中 的 族 量 表示 . 这 个 表示 是 多 值 的 : 短 阵 > 和 Ag, 其 中 为 非 
零 复 数 , 它们 都 对 应 于 同 - -个 4e 013,1). 过 小 到 群 5L(4, 1), 我 们 得 到 了 双 值 表示 


Am +g(d) & SL(4, CY. 


定义 40.2. 称 旋 量 表示 所 作用 的 四 维 空间 C4 为 (4 元 分 量 ) 旋 量 空间 ， 称 空 
闻 中 的 元 区 Ee C4 为 旋 量 (写成 列 向 量 )， 
群 2(3,1) 的 旋 量 表示 在 于 群 50(3) 上 的 限制 分 解 为 两 个 同 构 于 上 面 所 描述 的 
不 可 约 旋 量 表示 的 和 ， 

注 选取 基 种 = ”90,50 = 一 的 "我 们 得 到 关系 式 


{7 } = 25% ,1. (14) 


利用 它们 可 以 构建 群 SO(4) 的 旋 量 表示 , 它 类 似 于 群 0(3,1) 的 旋 重 表示 . 


习题 


40.2。 对 于 SO(3) C O(3,1) 中 绕 ER 中 单位 向 量 n= (runz,na) 以 角 ww 的 旋 
转 , 其 旋 量 表示 为 


gtP, 1) = exp 全 这 (mi 十 R222 十 na)} ， 


其 中 
2 一 (5 本 
0 Ti 


40.3. 对 于 在 平面 (x?,n) 上 以 虚 角 i 的 旋转 , 其 中 ” 为 一 维 单位 向 景 (基本 
次 伦 兹 变换 ), 旋 量 表示 为 


: 0 ; 
gp, = exp {—$ me 十 了 Ca + naas)) ,其 中 心 ; 一 ( 2 . 
Oy 
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40.4， 证 遇 空 间 上 映射 Plz?,z)} = (wz?, 一 x) 的 表示 为 
gtPP) = np, 其 中 wp = 十 或 wjp 二 土 1， 


而 z 为 三 维 向 量 . 
40.5.。 证 明 时 间 幢 射 算 子 Tiz?,z) = (一 20, zx) 的 表示 为 


g(7) = nry YY, 其 中 |wr| = 1. 
由 构造 ( 见 公 式 {13)) 知 , 空间 C4 分 解 为 和 : C4 = CC? C2 


“人 (人 2 CC23， 和 EC2， (15) 
总 


在 旋 量 的 空间 中 ,= (9 可 以 化 为 新 的 基 
Xx 


_ P+X P—X 06) 


六 三 一 天 一 一 一 一 一 


由 给 出 旋 量 表示 的 公式 (习题 1 一 3) 知道 ,“ 半 旋 量 "7 和 & 在 特殊 洛 伦 兹 SO(3,1) c 
Of3,1) 中 的 变换 进行 变换 时 是 独立 的 , 并 且 在 空间 映射 (请 验证 .) 


引用 
己 (z0,Y) = (20 一) 


G7) 


相互 转换 . 
定义 40.3.， 和 群 5013,1) 在 1 和 和 & 上 的 作用 被 称 做 特殊 洛 伦 兹 群 30(3,1) 的 半 
旋 表 示 : 记 9 为 g|,& 为 9_( 对 半 旋 表示 的 其 他 记号 将 在 841.3 给 出 1. 
这 些 表示 (各 自 单独 地 ) 不 能 拓展 到 整个 洛 伦 效 群 0(3, 1) 


我 们 注意 , 在 基 = (2) 下 年 阵 ?72 有 形式 (请 验证 !) 


no_ fo 1 
7 上 (18) 


群 0(3,1) 的 旋 量 表示 不 是 西 表示 . 但 是 , 可 以 构造 一 个 不 定 内 积 , 它 对 于 旋 量 表示 
不 变 : 为 此 只 要 令 他 ,有 二 "yp. 这 里 的 ww* 二 (人 ;和 ) 为 共 绒 于 列 向 量 区 
的 行 铅 量 . 在 基 = (7) 下 ,形式 (加 从 = Vy 有 形式 BY = 入 ?0y 一 各 9 二 1 请 
验证 0. 

习题 40.6. 验证 y*ryow 在 群 0(3,1) 下 不 变 . 

定义 40.4.， { 行 ) 旋 量 名 = 如 30 被 称 做 区 的 犹 拉克 共 孝 (我 们 注意 到 , 形式 训 

对 旋 量 表示 不 变 .) 
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习题 40.7。 证 明基 wy%Y 按 向 量 却 样 变化 (关于 0O(3,1)), 量 Py*Y? 扩 为 2 阶 
张 量 , gy29y59y5 为 3 阶 张 葵 , 风 75 区 = 区 07039233 区 为 4 阶 张 量 ( 伪 标 量 ) 

40.8， 证 明 群 50(3, 1 在 GLGQ,C) 的 壮 旋 量 表 示 g4 利 9 不 具有 任何 不 变 的 
非 零 内 积 . 

提示 在 半 旋 量 表示 里 不 存在 不 变性 是 因为 群 SL(2,C) 中 的 标准 表示 中 的 一 
个 为 同 构 , 而 其 余 的 为 共 轿 袁 示 . 

群 SZ{2.C) 的 李 代 数 与 洛 伦 兹 群 之 间 的 同 构 为 同 构 (24.72) 在 n= 2 时 的 特殊 
情形 , 其 中 球面 5? 的 共 形 变换 的 李 代数 是 作为 群 50(3, 1) 的 李 代 数 实现 的 . 

4. 狱 拉克 方程 

7 矩阵 在 关系 (11) 下 构成 的 代数 自然 产生 下 面 的 问题 : 谈 给 出 了 克 药 因 ” 戈 登 


算 子 口 + m2, 其 中 口 = 9 可 将 其 展开 为 1 阶 算 子 的 乘积 吗 ? 


rn) 一 (二 m) (wa 十 Cj {19) 


习题 40.9.。 证 明 展开 式 (19) 等 价 于 关系 


< 


1299:1 (20) 


(即刻 果 取 矩阵 代数 中 元 素 作为 系数 , 则 展 式 (19) 是 可 以 得 到 的 )， 
定 攻 40.5 称 在 旋 量 人 上 的 方程 


(mm 这 Bi m) 世 二 0 {21) 
为 狄 拉克 方程 . 
习题 40.10， 验证 共 轴 方 程 的 形式 为 
i y+ ry 0, (22) 
其 中 如 = 二 0 
狂 拉 克 方程 由 作用 
s=/ 上 (mr 好- ") my daz (23) 


得 出 , 其 中 和 w 被 假定 是 无 关 的 . 能 量 ”动量 张 量 和 电流 有 形式 


"ep 6 下 ep 2 了 7 
1 = 30" (Wa - 总 7] - 7 (的 


J" = VY, 0 = 0,1,2,3. (25) 
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医用 = By 一 和 (v0)? = Wr 为 电荷 密度 . 电荷 的 形式 为 
= / pd 一 / Jodsa， (26) 


显然 仿 > 0. 相反 地 , 能 其 密度 To 则 不 是 正定 的 ; 3 这 引起 了 -系列 的 困难 ; 我 们 将 
不 在 这 里 讨论 它 ， 

类 型 为 常数 .ei 的 解 在 质量 半 面 (Kk, 二 m2( = c 二 1 具有 波 向 基 . 如 果 
各 > 0( 即 动量 位 于 盾 量 曲 商 的 上 面部 分 ), 它们 则 恒 同 于 质点 . 这 个 条 件 的 必要 性 出 
于 对 质点 能 量 的 正定 性 要 求 . 

在 基 {9,#} 中 狭 拉克 方程 取得 的 形式 为 


i Pm i = (0 Dé + mn, (27) 


其 中 p= 这 (=ce=1) 和 (tomp=i (e 5 + oa + . 我 们 看 到 , 当 质 


若 m0 时 , 这 个 方程 分 成 了 两 个 独立 的 方程 (外 杀 方 程 ), 它们 描述 了 其 运动 规律 
在 空间 反射 时 不 是 不 变 的 质点 ( 群 50(3,1) 的 半 旋 表示 不 能 拓展 到 空间 的 反射 上 )， 
并 且 它 具有 质量 零 ( 半 旋 表示 不 具有 不 变 的 内 积 , 这 个 内 积 在 拉 格 朗 日 上 可 以 给 出 
质量 者 的 项 }. | 

5. 电磁 场 的 狄 拉 咒 方程 . 电荷 的 共 斩 算 子 

依照 标准 的 规则 : pe 一 pa +e4a 伟 = e= 1 给 出 了 外 部 电磁 场 出 现 的 情形 . 因 
此 我 们 应 该 作 通 常 的 拉 格 朗 日 中 的 变换 以 及 方程 

日 0 

Dr’ dr 
其 中 e 为 电荷 (& =e = 1). 在 外 部 场 中 狭 拉 吉方 程 的 形式 为 


一 eAAa (TT) 


史 ( 吉 一 ie4u) ) + 可 他 一 0， 了 [ey (去 十 ieAsle) 一 mm = (28) 


其 中 引进 的 是 一 组 埃 尔 米 特 和 矩阵 部 : 各 = ,3 = 一 iy9,a = 1,2,3 (参照 第 三 小 节 
的 变换 ), “T” 表示 转 置 . 
考虑 { 实 ) 矩阵 C = 0. 它 具 有 下 面 的 性 质 (请 验证 ): 
C 17aC = 一 (1T，a= 0,1,2,3. (29) 
由 (29) 利 狱 拉克 方程 得 到 
定理 40.3， 如 果 场 2(zjy(z) 满足 狄 拉 克 方 程 (28), 它 在 场 4 sfz) 中 电荷 为 


e 于 是 场 we) = Cylz)?, 并 是 We(z) = (CO-18(z))7 在 同 -个 场 4,(z) 中 满 
是 方程 (28), 但 是 将 e 替换 成 -e. 
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” 称 变 换 六 一 * 为 电荷 的 共 本 变换 ， 这 是 因为 描述 场 $ 的 质点 所 具有 电荷 的 符 
号 改变 了 . 出 此 得 到 了 重要 的 推论 : 旋 量 表示 和 狄 拉克 方程 直接 捕 述 了 两 娄 质 点 : 具 
电荷 e 的 质点 和 具 电 荷 -e 的 质点 . 狄 拉克 方程 (28) 的 局 一 个 解 w(z) 定义 了 电子 
波动 两 数 (x) 和 正 电 子 的 波动 函数 区 cfo). 

习题 40.11. 验 计 :a) 电荷 未 恩 算 子 % 一 we 与 特殊 党 伦 花 群 可 交换 ; bj 这 个 
算 子 与 空间 反射 g(P) = np 交换 , 条 件 旦 wp = 土 和 (如 沫 np = 士 1 旭 不 可 交换 ); c) 
如 果 np = 土 1, 这 个 算 子 与 时 间 反 射 交 换 (参看 习题 40.4,40.5). 
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1， 度 规 变 换 , 度 规 不 变 的 拉 格 朗 日 
由 各 要 的 例子 开始 . 我 们 考虑 复 标 量 场 小 和 形 如 


7 OW Oy 
一 上 — 
L 和 L (ww re’ 站 | {1) 


的 拉 格 朗 日 , 其 中 全 I” 表示 复 共 轿 和 多 被 假定 为 形式 上 无 关 的 ({ 见 §38). 
设 拉 格 朗 日 上 对 于 形 如 


一 oo 证 一 6B (p 为 常数 ) (2 
op, a iE Op , By Bw 
5 (ee per ) WACDS G) 
的 电荷 的 变换 群 下 不 变 : 例如 , 在 838 中 所 考虑 过 的 形 如 
， Op : 一 
一 和 gc 有 (4) 


的 拉 格 朗 日 便 具有 这 样 的 不 变性 .由 局 部 性 的 原则 出 发 , 我 们 要 求 拉 格 朗 日 关于 更 
广泛 的 形 如 (2) 的 不 变性 , 就 是 说 , 我 们 允许 2 依赖 于 4. 这 表明 群 (2) 独立 地 作用 
在 每 个 点 上 . 

原来 , 用 下 面 的 过 程 可 以 得 到 对 于 变换 


二 tel 人， po eier{e)y (5) 


下 不 变 的 拉 格 朗 日 : 
1) 引信 新 的 余 向 量 场 4。, 它 在 变换 (5) 下 以 梯度 的 变换 进行 变化 


a 
ha A Fr (Ke=1); {6) 
2) 引入 新 的 拉 格 朗 日 这 


的 da b 一 
z @ vb, 4 = L(y, , Va, Tep), (7) 
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其 中 
7 - 
Va 一 Bare 十 4 {8) 


表达 式 (7) 是 个 标量 , 这 是 因为 Yu 为 余 向 量 ， 
3) 不 变 理论 的 总 拉 格 朗 日 应 有 形式 
LW, DB, vw, TB) 4 Li (4 纶 ， 


其 中 工 | 为 梯度 不 变 的 ,5 这 一 项 的 形式 将 在 $42 中 讨论 , 
定理 41.1， 拉 格 朗 日 (?) 关于 (局 部 ) 变换 (5),(6) 不 变 . 
证 明 作为 “ 共 变 导数 ” 的 变换 的 量 , 我 们 有 


ie op 1， 
Vay 一 Bra (Ee) +ie (4 让) 于 
- Fey 
一 eiePle) Ee 十 iedoy| 一 EP ww 地. 


因此 在 变换 (5),(6) 下 新 的 格拉 朗 日 没有 变化 


L(erry, e ieey, etry op e ivaw) 
一 Llw,y, Va Vay), 
这 是 因为 原来 的 拉 格 朗 日 的 不 变性 . 定理 得 证 . 品 
我 们 现存 考虑 一 般 情形 , 这 时 %(z) = (w1(z),… ,六 (2)) 为 空间 Rn 中 的 场 , 其 
从 在 入 维 实 的 向 量 空 间 ， 设 已 给 出 拉 格 朋 日 4( we 到 ), 它 对 菜 N 阶 策 阵 群 G 


ra 及 
不 变 


Oy OF . 
5 (obo) -L(A ) ,es (9) 
场 wz) 的 共 变 导 数 册 公式 
Voth = + Ac(s)y (10) 


给 出, 其 中 4afz) (a = 1,.… ,n) 为 在 空间 及 * 中 一 组 箱 阵 值 函 数 , 其 值 取 在 群 G 的 
李 代 数 中 . 要 求 4utfz) 在 x 的 变换 下 为 余 向 是 那样 变化 
加 
afz) = 4a( 的 5 y= yr). (11) 


定理 41.2. 在 形 如 


VL) 一 EN)， (12) 
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4 人 -ga 4a(agrita) ~ ge) a3) 
的 变换 下 , 其 共 变 导数 的 变化 规律 为 
Va oo gr) Voy. (14) 


作 所 指出 的 这 个 变换 下 , 控 格 朗 日 六 (二, 4 ) = CC Ves 内 不 变 


证 明 由 公式 (10),{12),{13) 我 们 得 到 


VaWfz) 一 go + [ahag™! -| gw 


g(x) | 党 4 = g(r)Tay. 


于 是 等 式 (14) 得 证 现在 我 们 注意 , 由 于 (11), 向 量 值 商 数 y 的 共 变 导数 构成 了 
个 余 向 大 
| 
V(r) = Vap() FS, y= yz), 


它 就 像 梯 上 度 A 一 样 ， 故 而 由 等 式 (14) 各 不 变性 条 件 (9) 得 到 新 拉 格 朗 日 的 不 


变性 
Lg 9Voay) = LY, Vay). 

得 证 ， 口 

称 所 引进 的 场 4。 为 规范 (或 补 舍 ) 场 (或 联络 ), 而 称 形 如 (13) 的 变换 为 度 规 变 
换 ( 或 规范 变 接 )1, 这 些 变换 构成 了 规范 群 . 

对 于 形 如 (12) 的 局 部 变换 群 , 拉 格 朗 日 的 木 变性 条 件 确 定 了 场 % 与 规范 场 之 
间 的 相 五 作用 , 但 并 没有 这 个 规范 声 的 拉 格 朗 日 . 我 们 将 在 $42 中 回 到 此 问题 . 

注 在 群 G 的 李 代 数 g 中 取 值 的 场 是 向 量 值 场 的 一 个 特殊 情形 . 设 B(x) 为 这 
样 的 场 . 规范 场 (联络 14。 由 公式 

Yo B= + (15) 

定义 了 场 B(z) 的 其 变 导 数 ,其 中 的 |4。, 司 = 4。B ~ BA 为 李 代 数 中 的 换 位 子 . 


习题 
41.1. 验证 , 在 形 如 
如 ftz) 一 9(z)B(2]J9 (zx), 


人 四 一 gj4elzjgrio) — Og 


§41. 具有 任意 对 种 性 的 场 的 共 变 微分 


的 度 规 变换 下 , 共 变 导数 VaB 按 规 则 
Vs 一 DYeB)9 (er) 
41.2.。 验证 , 无 穷 小 度 规 变 换 可 以 有 形 如 
PP) BLE) + Be)W(E) + ol B), 
An(2T) — A(z) + Wh B(x) + olB) 
的 表示 , 其 中 B(z) 为 在 李 代 数 中 取 值 的 场 . 


2. 曲率 形式 
我 们 计算 两 个 共 变 导数 的 换 位 子 


[Vhs wu 他 一 VaYu 一 VueVpy 
= (让 二 4] + A (这 +4y _ 
oO fF oy Oy 
Pe) 
/0A4, 54 
2 四 全 


DAL _ 04 
BE Bir + [A 4 


结论 算 子 V,,V, 的 换 位 子 是 乘 雇 矩阵 所 的 算 了 . 
定理 41.3.， 在 度 规 变换 (13) 下 , 量 已 。 按 下 面 的 方式 变化 


引进 记号 


Fy = 


Fy gFug 1 


“341 ， 


(16) 


(17) 


量 天 ”构成 了 反 称 二 阶 张 量 (到 值 于 村 代数 gj), 并 且 在 坐标 变换 下 按 下 面 规则 


变化 . 
Fl2) = Fas(W ET Wy = yls) 


证 明 直接 由 替换 公式 (13) 到 丽 。 的 表达 式 (161 中 得 到 |. 


(18) 


称 取 值 于 群 G 的 李 代数 的 形式 2 = 》 dzr A dz* 为 联络 4 的 曲率 形式 . 


Hi 


如 果 存 在 函数 go{x), 它 取 值 于 群 G 使 得 


名 加 一 oil) 


则 称 联络 4。 为 平凡 联络 


(19) 
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定理 41.4. 胖 凡 联络 的 曲率 形式 为 霍 . 3 
证 明 对 场 4, 运用 度 规 变 换 4。 一 A = 9449-!1 一 2g-1,g = go 1, 我 们 得 


Om 
到 4 = 0. 根据 前 面 的 论断 , 曲率 形式 ww 蛮 到 了 形式 由 sg, 而 它 等 于 过 .论断 
得 证 . | 口 
习题 41.3. 1) 证 明 相 反 的 论断 : 如 果 联 络 的 曲率 形式 恒 等 于 零 , 则 联络 为 (局 
部 ) 平 几 . 
2) 我 们 定义 形式 中 的 共 变 微分 为 


DO= 9 (VAP + Vu t VaFoa)dr* A drt A dr”. {20) 
和 TE 


证 明 , 如 果 #8 为 某 个 联络 的 曲率 形式 , 则 比 安 雪 恒等式 成 立 :DP = 0. 


3. 基本 例子 
引 j 人 一 TO) SO 我 们 已 经 知道 ( 兄 838), 引进 与 复 标量 场 相 互 作用 的 电 
磁场 等 价 于 在 拉客 朗 日 中 把 每 个 导数 如 替换 成 共 变 导数 Vay = +ieho 


我 们 从 这 例子 的 讨论 开始 这 一 节 的 . 这 里 的 群 G 为 一 维 交换 群 @ = U(1) = {ei<?}. 


它 的 李 代 数 也 是 一 维和 可 交换 的 【 即 有 眶 为 零 的 换 位 子 ), 并 且 由 纯 虚 数组 成 . 其 联 
络 就 是 这 个 电流 场 的 位 势 向 量 ie4j(z). 这 个 联络 的 曲率 形式 是 下 磁场 的 电压 张 量 


nv = 了 一 对 (在 这 里 无 换 位 子 的 项 , 也 咯 去 了 因子 io)、 比 安 基 恒 等 式 为 形式 
二 》 Pwdrr A dz = ad(Apdz!) 为 闭 的 条 件 . 

HE 

姐 - 个 例子 与 非 交 换 规 范 群 有 关 . 

b) 线性 联络 .G = GL{n, 有 R). 在 某 区 域 0 上 的 坐标 x1,… ,z™ 给 出 了 向 量 空间 


中 的 基 (过 一 二 故而 在 区 域 0 上 切 向 量 场 可 以 看 作 是 向 量 值 函 数 € 二 
(5 ,é*)( 在 Rr 中 取 值 ). 坐标 变换 zr -zw 二 wv'(z) 在 区 域 rr 上 由 形 如 

eo = 9) (21) 
的 局 部 变换 定义 . 这 里 的 矩阵 g(z) = ( 区 可 逆 ， 即 在 群 GLGm, 及 ) 中， 道 矩阵 


的 形式 为 9-1 二 ( 落 ) 群 GLtn,RR) 的 李 代 数 全 部 由 x 阶 矩 阵 组 成 ， 故 而 联络 


4ufz) 自身 的 系数 也 是 ” 阶 和 矩阵 .我们 以 (如 关 = TX, 表示 其 簿 阵 的 分 量 .向量 丙 
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数 ( 即 切 疝 量 关 的 共 变 导数 为 


Vié = + Apk, BD (Vl)” = He + Th 2) 


由 坐标 变换 给 出 的 联络 分 量 以, 的 度 规 变 换 为 I 9(7) = ( 本 ) 


TH Te mr Dr* pd Ox 
人 ( 深 ) 03) 
5 Orr 
因为 44(2) 为 余 向 量 , 则 A = yr; hw 即 
vt Bret Ox” Do Or pr 
Trp -一 Dar Orr AR Br™ 十 Oar Ara Drew 二 (24) 


我 们 曾 在 $28 中 推导 出 克 里 斯 托 笋 尔 符号 的 变化 规律 . 我 们 特别 留意 到 这 个 联络 的 
曲率 的 矩阵 形式 为 
(Fv) = 有 or， (25) 
其 中 后 ,oo 为 曲率 张 量 ( 见 830)， 
设 在 区 域 V5 中 给 出 了 黎 曼 度量 gusg(z). 构造 (局 部 ) 两 两 正 交 的 切 向 量 的 法 化 
基 El Sn: 
(éu, £9) 一 《站 
于 与 度量 gg 相 容 的 对 称 联 络 的 形 如 Ve &4 = 》 六 ov6r 的 共 变 导数 曾 在 829.3 
中 计算 过 (回忆 在 定理 30.2 中 我 们 曾 得 到 在 三 维 向 量 场 6 中 的 对 分 量 六。 的 公 
式 ). 这 时 联络 形式 为 
(ar 一 Tygay. 
从 公式 (30.1,10) 推导 出 , 当 a 为 任意 时 4。 为 反 称 的 . 当 群 G 由 保持 内 积 (mm) = 
508 储 外 ,入 二 避 &oyi 一 1,3 不 变 的 变换 组 成 ; 因此 , 群 G 为 正 交 群 , 并 且 度 规 变换 在 
向 量 ”上 的 作用 由 
9 TMNT) =eéo 
给 出 , 其 中 g(x) 对 每 个 = 为 正 交 的 nx n 答 阵 , 
因为 像 我 们 曾经 注意 到 的 那样 , 联络 Fpoy 对 8 和 ? 为 反对 称 , 故 它 在 正 交 群 
G 的 李 代 数 中 . 曲率 形式 (Fs) = Be 也 在 反 称 第 阵 的 李 代 数 中 取 值 : 


Brag = — Rr 1 


(元 330). 对 于 伪 黎 曼 度 量 一 切 都 是 类 似 的 


- 344 - 第 六 章 高 维 变 分 问题 . 场 及 几何 不 变量 


对 于 在 二 维 曲 面 上 的 度 基 情形 , 曲率 形式 为 


2 — KVodrt Adr?, {26) 


其 中 为 曲面 的 沿 斯 曲率 . 
c) 喜 当 联络 .G 为 仿 射 群 ( 即 线性 变换 和 平移 )， 渴 在 切 癌 量 上 给 出 了 任意 的 线 
性 联络 jt*. 我 们 以 公式 


二 (27) 


定 文 “车 当 联 络 ” 
习题 41.4，1) 证 明 联 络 立 。 对 于 形 如 


S98 +Y (28) 


Br™ 
Or 


的 局 部 仿 射 变换 不 变 , 其 中 g = ( ) 为 坐标 变 摸 x/ = zz 的 短 阵 , 而 y = 
(2) 2)) 为 任意 向 量 . 
2) 证 明 这 个 联络 的 曲率 形式 ( 取 值 于 仿 射 群 的 李 代 数 ， 参看 习题 43 和 习题 
24.11) 为 
Pur 一 (RX ys Ta,), {29) 


这 里 氛 ,为 联络 的 曲率 张 量 ,TX 为 挠 率 张 量 . 

d) 旋 量 的 共 变 微分 以 及 度量 

设 M4 为 时 空空 间 , 度 基 为 gastll;3) 型 ) 与 此 度量 相 容 的 联络 产生 了 旋 量 的 
共 变 微分 . 我 们 将 仔细 分 析 半 旋 基 表示 的 情形 (参看 840.3). 这 个 表示 的 显 式 表达 是 
这 样 的 : 我 们 表示 任意 埃 尔 米 特 2 x 2 矩 阵 UT = U 的 形式 为 


二 
一 1 2 0 ,3 | = ug, U0, (30) 


HE CO 


其 中 oo = | ”“ ) ,a1,02,03 为 泡 利 短 阵 (参看 $40); 矩阵 m， ,03 构成 了 ( 实 的 ) 


埃 尔 米 特 矩阵 的 空间 中 的 基 . 于 是 矩阵 U 的 行列 式 有 形式 


det U = (uo? — (1) — (v3) 一 (ai3)2. 


这 个 行列 式 在 形 如 U 上 gU57 的 变换 保持 不 变 , 其 中 年 阵 9 在 群 5L(2,C) 中 因 
此 , 变换 U 一 gU57 可 以 有 作 是 疯 可 夫 斯 基 空 间 (其 坐标 如 ,ta, 刀 , as) 中 保持 度量 
不 变 的 变换 , 即 群 SOf3, 1) 中 的 元 . 我 们 得 到 对 应 ( 间 态 )S5(2,C] 一 5O(3,1), 这 时 
矩阵 g 和 -9 变 成 - :个 元 , 道 有 映射 5D(3.1 一 55(2,C) 为 双 值 , 这 是 个 半 旋 表示 . 
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作为 群 SL(2, CC) 所 作用 的 空间 C2 中 的 元 被 称 做 ( 黄 分 基 的 ) 旋 甚 ; 称 在 这 个 空 
间 中 到 值 的 场 为 旋 量 场 . 在 群 55(2, 人 ©) 的 作用 下 , 它们 按 规 律 


El2) 3 9(T)E(P), g(r) E SL(2,C) (31) 


变化 . 也 确定 了 共 轿 表示 £ 一 死 . 
按 定 义 , 旋 量 场 的 共 变 导 数 为 
Os 


YE = Bs + Aoé, {32) 


其 中 4。 为 复 的 无 迹 2 x 2 矩阵 (属于 群 5$L(2, C0) 的 李 代 数 }. 我 们 要 求 对 共 辆 旋 量 
微分 应 按 规律 


Yes = B+ Aat (32") 
进行 . 
对 把 尔 米 特 矩阵 U(x) 的 共 变 导数 同样 地 定义 ( 莱 布 尼 芯 法 则 ): 
Sr OU rr 
VD = Bs + AaU | UAY. (33) 


埃 尔 米 特 算 阵 7 利用 等 式 UV = wros 与 切 向 量 we 等 同 , 其中 (aa) 是 在 向 量 
eoy el C2, E36 地 = ~e2 缉 二 1 的 “四 元 组 ”中 的 切 向 量 分 量 , 而 向 量 e。 两 
两 正 交 . 在 这 样 的 等 同 之 下 , 形 如 (31) 的 肩 部 旋 基 变换 对 应 于 群 SO(3,1) 中 的 局 部 
洛 伦 兹 变 撞 . 我 们 再 加 上 条 件 , 即 由 旋 量 联络 (33) 定义 的 共 变 导数 守 ,U 等 同 于 表达 
式 cpVaa2, 其 中 Wws 为 向 量 w8 相对 了 于 与 度量 gp, 相 容 的 对 称 联络 的 共 变 导数 : 


YaU = opVaus, U= ugg (34) 


(这 个 联络 首 四 克 组 中 的 分 量 已 在 $30 中 计算 过 }. 

习题 41.5.。 证 明 , 旋 量 场 的 共 变 导数 由 条 件 (32)- (34) 唯一 地 确定 , 另外 成 立 
公式 | 
2 
(对 指标 8 是 带 符号 的 和 , 即 对 应 8 = 0 的 项 取 正 号 , 其 余 的 服 负 号 ). 

群 SO(3,1) 的 完全 旋 量 表示 分 解 为 SL(2,C) 的 表示 利 其 复 共 范 的 直 和 . 因此 ， 
等 式 (32) --(34) 允许 共 变 微 分 也 是 下 分 量 的 旋 荆 . 

习题 41.6. 推导 出 度量 存在 时 的 狂 拉 克 方 程 的 形式 . 

注 每 个 旋 量 5 = (#?,&1) 对 应 于 埃 尔 米 特 扎 阵 5 = (5 并), 因为 矩阵 U 为 退 
化 (有 和 雪 行 列 起 ) 故 对 应 于 它 的 向 量 w* = okgakege 为 迷 向 的 . 

习题 41.7、 我 们 选择 旋 量 空间 C2 的 基 = (#0,80),n = (nop 使 得 conl 一 
88 = 工 证 明 此 基 典 则 地 关联 于 闵可夫 斯 基 空间 (四 元 组 ) 的 标 架 , 在 其 中 , 度量 有 


Ax 一 一 Tooe (35) 
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形式 
D i100 
1 0 0 0 
(gik) = gp10 
0 0 0 1 


342， 度 规 不 变 的 泛 函 的 例子 . 帮 克 斯 书 和 杨 - 米尔 斯 方程 ， 
具 恒 等于 零 的 变 分 导数 的 泛 函 【〈 示 性 类 ) 


规范 场 的 拉 格 朗 日 工 = 工 (4 3 ) 应 该 具有 下 列 性 质 : 
BA ws 

DE (4 2 为 标量 ， 

2) 工 ( 4 基 2 ) 在 度 规 变 换 下 不 变 . 

最 简单 的 这 种 拉 格 朗 日 的 形式 为 


1 
工 = (Far, Pan), (1) 


_ 4, 3A 
TT Bor Bor + hl 


这 里 gy = gu 人 z) 为 所 考虑 的 空间 中 的 任意 度量 : 以 (,) 表示 群 G 的 李 代 数 的 基 灵 
形式 


(X,Y = -Tr(ad Xad Y), 


其 中 aa X{4) = [|X, AJ( 参 腿 习 题 24.9).( 我 们 认为 基 灵 形式 非 退 化 )， 

所 构造 的 拉 格 产量 是 个 标量 , 这 是 因为 它 是 用 在 张 量 上 的 代数 运算 构成 的 ， 我 
们 来 验证 它 的 度 规 不 变性 . 在 度 规 变换 {41.13) 下 有 曲率 形式 局。 转换 为 Fuvg-l. 由 
基 灵 形式 的 不 变性 ( 见 824) 我 们 有 


(gvg 9Fang 1 一 《本 En 


由 此 我 们 得 到 拉 格 朗 日 (1) 的 度 规 不 变性 . 
设 度量 gj 为 欧 氏 的 或 伪 欧 氏 的 :gy = eluvysu = 土 1. 我 们 推导 出 泛 通 


S[A,] 一 f -3 Foes (2) 


极 值 的 欧 拉 - 拉 格 明日 方 穆 (对 一 重 指 标 uw 求 和 , 并 考虑 进 符 导 Ev1En 二 土 1). 
定理 42.1， 对 泛 沙 {2) 的 极 值 有 方程 


VF = 0, (3) 


8423， 度 规 不 变 的 活 函 的 例子 . 麦克 斯 韦 和 杨 一 米尔 斯 方程 . 
县 恒 等 于 零 的 变 分 导数 的 应 函 《 示 性 类 ) .347 ， 


其 中 VP = Ce [4,, 局,] (参看 $41). 


rr 


证 明 对 小 局 部 变 差 54, 我 们 有 


05 一 -i {Fw, dF}d™y, 


其 中 6F,, = 2 6A, 2 54 + [8d 4] 十 [Au,54w]. 在 55 的 表达 式 中 进行 分 部 
积分 
/ (Bo Bs) drz 一 一 4 Cr 
并 利用 基 灵 形式 的 木 变性 
Fpws GAs Avl) = —{[ Fw, Avl, 8A), 
我 们 得 到 


1 OF, OF,, 
$9 = /1{( Be ‘54,) 一 ( Bi .54 + {Fy A 一 
(ri A, 6) Dane, 
“在 指标 的 变换 后 我 们 得 到 


5 = f (BE + ns eh dhs) dara = (Vu Fr, An, 


Orr 
这 时 #5 在 任意 变 差 54, 下, 在 向 值 遇 面 上 等 于 零 . 下 而 对 江 函 (2) 的 极 值 我 们 得 
到 了 方程 Vy = 0. 断言 得 证 . 门 


注 这 个 方程 Vi = 0 和 比 安 基 恒等式 六、 + 可 十 Vy Fy 二 0 在 没 
有 基 灵 度 基 的 非 退 化 的 假定 时 也 可 以 被 描述 出 来 , 但 是 它们 将 没有 (在 所 有 简单 前 
情形 中 ) 拉 格 六 日 形式 . 

习题 42,1。 对 于 仿 射 群 的 嘉 当 联 络 , 在 度量 和 有 曲率 之 间 的 关系 置换 之 后 的 这 些 
方程 具有 爱 因 斯 坦 方 程 的 形式 (由 现代 的 研究 工作 提取 出 来 的 ) 


Rap 一 3 Ro 一 已. (4) 
例 42.1. 在 阿 贝尔 情形 (G = U(1) 为 电磁 场 ) 我 们 得 到 了 拉 格 朗 日 
1/84, AN 1 
1 = 加 


即 电磁 上 场 的 标准 拉 格 朗 日 (参看 837.3). 方程 (3) 在 这 里 等 向 于 麦克 斯 韦 方程 


一 由 . (61 


' 3 要 六 章 高 维 变 分 问题 . 场 及 儿 何不 变量 


注 对 十 群 G = SU(2), 规范 场 A, 被 常 称 怖 杨 米尔 斯 场 ， 
习题 42.2， 推导 扑 属 期 日 


1 v 
= 19 9 “(Ts Fas) 


的 极 值 方 程 一 0, 共 中 度量 glz) 为 任意 而 固定 {外 部 场 ) 的 
在 四 维 空间 中 撒 如 
SIA] = / Tr Pod 
的 作用 有 -- 个 附加 的 对 称 性 , 即 在 R4( 或 在 R41) 中 所 有 共 形变 换 的 群 下 的 不 变性 
(参看 315 中 对 此 群 的 描述 ). 对 任意 其 形变 换 的 微分 则 化 作 拉 伸 与 旋转 { 见 91 故 
而 只 要 对 于 拉 介 x Xx 验证 共 形 不 变 即 可 . 在 此 变换 下 我 们 有 


Fr A ?Fw (Pw 为 张 量 )， diy 一 人 Mdtz, 
其 中 gz 为 体积 邱 . 由 此 显然 有 


Tr Pi diy 一 Tr PF? de. 


Mm 


结论 ” 拉 格 朗 日 (2) 和 在 闵可夫 斯 宅 间 中 的 麦克 斯 韦 - 杨 - 米尔 斯 方程 为 共 形 
不 变 , 即 具 有 对 称 群 O(4,2)( 见 §15). 

度 规 不 变 的 微分 形式 也 起 着 重要 的 作用 , 这 里 的 微分 形式 具有 依赖 于 4, 的 标 
量 值 . 例如 二 阶 形 式 


c=Tr n= Tr Fdrr ndrr (7) 


Hw 
为 度 规 不 变 
Tr(gfg 1) = Tr 1. 
这 里 的 Tr 表示 矩阵 的 迹 . 形式 aa = 它 (局 部 地 ) 为 恰当 微分 {全 微分 }'Tr 2 = 
d(Tr 4),4 = Audzr, 事实 上 , 由 于 和 拓 阵 的 措 位 子 的 迹 为 零 , 故 


OA, A 
Tr -Sr( 4 $+ [4A ) dx A drr 


所 有 pa Orr 
A, ad y 
= (a -9 ) dri A dr” = dlr A. 


联络 的 局 部 变 盖 4, 一 如 + 64 下 , 形式 Tr 只 变 为 形式 TY Tr 589, 其 中 
Tr 58 = dTr 84 为 恰当 形式 . 两 此 泛 函 


S114,] = f{ Tr 


KE? 


842， 度 规 不 变 的 活 岁 的 例子 . 妻 克 斯 韦 和 杨 -- 米尔 斯 方程 . 


具 蛋 等 于 堆 的 变 分 导数 的 法 西 ( 示 性 类 ) 
{在 二 维 空间 上 ) 由 于 变 分 的 局 部 性 , 放 有 恒 等 于 零 的 变 分 导数 


6S1|An] = / dlTr 6A} = 0, 


I 


.349 . 


(8) 


定义 42.1， 闭 的 度 规 不 变形 式 w 使 沁 卫 1 ww 具有 恒 等 于 0 的 变 分 导数 “人 


0, 则 被 称 为 示 性 类 {微分 几 柯 的 ). 


氏 外 的 示 性 类 为 
oi = (RA Af) = Tr(RY, il. (9) 
c 为 2: 阶 的 庆 规 不 变形 式 ;(9) 中 形式 8 的 分 量 像 矩 阵 那样 役 乘 法 ， 
习题 42.3. a) 证 明 当 让 1 时 形式 二 为 闭 . 
b) 汗 明 泛 否 
Si[As] = / a 
R21i 
{ 在 27 维 空间 上 ) 有 恒 等 于 等 的 变 分 导数 
boi[4j _ 
Gd 0 
0) 证 有明 这 也 对 形 刘 | 
fe A 十 cz), foe Ber nc yes) 
候 生 5 
等 等 , 对 任意 多 的 mm 项 也 都 对 . 
对 于 群 G = SOf2n),ol = 二 c= 15 二 -… 二 0; 除了 只 在 Bi = cus 的 非 平凡 的 情形 
外 , 还 有 一 个 示 性 类 
Xn 一 iia (10) 


其 中 sa mv 为 置换 CG 2 的 符 导 ,2 是 曲率 形式 9 = 5 wdzr Adwr 的 短 
’ -ian 


Me 


阵 分 量 
例 42.2。 当 n= 1 我 们 得 到 x 的 表达 式 (参看 前 - 节 ) 


X1 = eb = 2K V9dr! A dr?. 
我 们 已 知 ( 见 定理 37.3) 江 孙 
slos] = 人 K Vode A dw’ /3 Rvgdr! A dr? 


R2 


有 对 于 度 碟 的 恒 等 于 零 的 变 分 导数 (参看 837). 


{11) 


(12) 


第 六 章 高 维 变 分 问题 . 场 到 几何 不 变量 


例 42.3、， 当 n=2, 我 们 有 xz 得 cs. 对 守 黎 受 度 量 有 
Xz 一 EC 六 加 A dv? A ddr”, 


ea 一 Ras Ri dee AM do A adr? A zr, 


习题 


42.4. 证 盟 所 有 形式 xn 为 闭 的 , 并 确 为 未 性 类 . 
对 于 G = SOC2n) 的 一 般 的 示 性 类 为 x earma ,can _a 的 凶 项 式 
证 明 对 GG = 5O(41, 泛 阴 


, 2 2 
fx fo [Ea / ee / Co 
及 4 信 4 Ks RS 人 Ra 


有 恒 为 等 的 变 分 导数 , 即 所 有 形式 xs, ez, ,Xzcz,53 都 是 示 性 类 . 


42.5. 
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轴 巴 切 去 斯 基 {Lobachevski) 度量 ”的 


洲 伦 艾 (Lorenz) 变换 4,44 
党 伦 阔 套 的 旋 表 人 333 


™M 

发 克 斯 书 (Maxwell) 方程 188 
慢 的 泗 地 线 ”255 

过 向 { 光 ) 锥 各 

迷 向 向 量 各 

莫 佩 尔 匡 (Maupertuis) 原理 ”266 
闵 可 赤 斯 基 {Minkowski) 空间 17 


N 

措 率 张 有 量 219 

内 积 14,115 

能 量 246 

能 量 -- 张 莉 问 量 254 
能 量 - 动量 张 量 “294 


DO 

欧 拉 {Euler) 公式 的 

欧 拉 - 控 格 遍 日 方 穆 247 
欧 接 角 94 

欧 氏 度量 15 

欧 氏 空间 6 

欧 氏 内 积 了 

欧 氏 坐标 6 


下 
庞 加 攻 【Poincar6) 异 弄 的 度 最 88 


庞 如 菜 群 4 

泡 利 (Pauli) 天 阵 99 
于 向 曲率 59.62 
普法 实 {Pfaff) 269 


Q 

强 非 异 控 格 郎 H 261 
球 极 投影 ”57,70 
球面 度量 66 

球面 坐标 6 
区 域 的 边界 3 
区 域 的 变换 18 

有 曲率 半径 31,34 
曲率 形式 196,344 
曲面 的 第 二 基本 型 59 
曲面 的 第 -一 基本 型 52 
砷 而 的 非 异 点 48 
曲面 上 的 度量 52 

则 而 二 的 局 部 坐标 ”49 
出面 上 区 域 的 面积 ”55 
遇 线 的 长 度 14 
曲线 的 非 异 点 36 
前 线 的 措 率 ”36 
曲线 的 切 向 其 了 
曲 钱 的 曲率 ”31,34 
曲线 的 速 庆 向 量 ”7I0 
昌 线 的 自然 方程 37 
曲线 间 的 夹 和 朋 8 

全 纯 形 式 ”208 

群 18 


R 
弱 场 ”354 


Ss 

升 标 ”132 

施 瓦 开 (Schwarzehild} 度量 
时 空间 隔 17 

时 空 连续 体 2 

时 空 平 面 301 


326 


引 
实 标量 场 控 格 朗 日 。、317 六 变换 277 
实 化 72 形变 157 
示 性 类 349 形变 张 量 118 
数值 曲 府 236 旋 度 182 
斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 199 旋转 群 的 旋 表 示 ”333 
四 元 数 ”99 循环 向 量 场 195 
四 元 体系 233 
缩 并 131 ¥ 

雅 可 比 {Jaccbi) 4 
T 雅 可 比 恒等式 ”164 
梯度 系统 268 雅 可 比 场 288 


调和 径 向 量 309 
通过 曲面 的 张 量 场 的 流 196 


WwW 

外 入 数 ”128 

外 微分 183 

外 尔 CWeyl) 方程 337 
微分 几何 的 联络 218 
微分 形式 ”123 
伪 歼 弃 度 量 16 
以 欧 氏 度量 16 
伪 欧 氏 举 标 18 
伪 球 面 坐 标 17 

无 边界 区 域 2 


XX 

线性 算 : 关 115 
线性 算 子 的 迹 ”121. 
线性 向 景 场 170 

相对 论 的 极 小 作用 原理 252 
相 空 间 ”261,269 

向 量 11 

名 量 场 的 换 位 子 162 

向 量 场 的 积分 “161 

向 量 场 的 指数 映射 ”1 把 
向 量 的 半 移 222 

向 量 各 ”35 

向 量 与 余 向 基 的 内 积 123 
小 形变 斐 量 119 


了 雅 可 比 算 子 286 

杨 - 米尔 斯 [Yang-Mills) 场 348 
引力 半径 ”326 

引力 场 254 

引 为 场 的 必用 301 

应 力 张 量 118 
映射 的 微分 157 

西 变 找 7 了 4 

本 群 74 

余 向 量 12 

余 向 量 的 内 积 118 
与 度量 相 容 的 联络 224 
运动 19 

运动 群 19 


也 

张 量 116 

张 重 的 乘积 122 

张 量 的 限制 156 
正常 党 伦 兹 变换 43 

正常 运动 ”22 

正 时 序 变换 49 

正统 - 区 登 (Sine-Cordon) 方程 
指标 置换 121 


主 曲率 方向 “61 
柱 面 坐 标 5 


242 


358 索 引 


主导 率 方 向 “61 


性 商 举 标 5 坐标 法 的 非 异 点 4 
自然 参数 10 生 元 向 莉 流 298 
最 小 作用 原理 247 n 维和 荫 - 儿 空间 1 
左 不 变 向 量 场 172 了 Y 垂 阵 ”333 | 
作用 244 * 算 于 133 
坐标 变换 的 雅 可比 窍 阵 4 (Cp. 4) 型 形式 127 
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本 书 泽 莫斯科 大 学 歼 学 力学 系 对 几何 识 程 现代 化 改革 的 
成 果 , 作者 之 一 的 诺 欠 可 志 昨 1970 年 菲 尔 吝 奖 和 2005 年 渗 
尔 夫 奖 得 主 。 全 书 力 求 以 直观 和 的 和 物理 级 视角 阐 迷 , 是 一 本 
难得 的 现代 几何 方面 的 好 书 。 内容 包括 张 量 分 析 、 曲 线 和 各 上 监 
面 几何 、 一 维和 高 挫 变 分 法 ( 第 一 卷 ), 袜 分 渡 形 的 拓扑 和 几 
何 ( 第 二 知 ])， 以 及 同调 与 上 同调 理论 ( 第 三 紫 ) 


本 书 可 用 作 数 党 和 理论 物理 专业 高 年 级 和 研究 生 的 教学 
用 书 ， 对 从 事 几 何 和 折 扑 研究 的 工作 者 也 板 有 参考 价值 


